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POVZETEK

V diplomskem delu je predstavljen uvod v teorijo grup. V prvem poglavju so
predstavljene osnovne definicije ter nekaj osnovnih primerov grup. V naslednjem
poglavju se osredoto¢imo na lastnosti grup, ki sledijo iz Ze omenjenih definicij. V
tretjem poglavju obravnavamo podgrupe ter njihove lastnosti. Sledi poglavje, v katerem
se ukvarjamo z odseki in dokazemo Lagrangeov izrek. V petem poglavju predstavimo
pojem podgrupe edinke in vpeljemo pojem kvocientne grupe. Nato obravnavamo
preslikave med grupami, ki ohranjajo grupno operacijo. Sledi izrek o homomorfizmih,

medtem ko v sklepnem poglavju predstavimo permutacije.

Kljuéne besede: grupa, Abelova grupa, podgrupa, red grupe, podgrupa edinka, odsek,

Lagrangeov izrek, homomorfizem, izrek o homomorfizmih, permutacija.

ABSTRACT

In this diploma the introduction to the theory of groups is presented. In the first chapter,
basic definitions and some basic examples of groups are presented. In the following
chapter, we focus on certain properties of groups that follow from already mentioned
definitions. In the third chapter, subgroups and their properties are studied. Further,
cosets are studied and Lagrange's Theorem is proven. In the fifth chapter, the notion of a
normal subgroup is presented and it is also shown how that subgroup is used for
construction of quotient groups. Then we consider maps between groups which
preserve group operation. Connection between that notion and quotient groups are
presented in The Homomorphism Theorem. In concluding chapter we consider

permutations of a finite set X ,is studied.

Key words: group, abelian group, subgroup, order of a group, normal subgroup, coset,

Lagrange's Theorem, homomorphism, The Homomorphism Theorem, permutation.
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1 UVOD

Definicija 1.1 Grupa je mnozZica G z binarno operacijo °, ki zadosca naslednjim
pogojem:

(Gl) zavsakpar g,he G, goheG;

(G2) za vse elemente g,h,k € G velja, go (h ° k) = (g ° h)o k;

(G3) obstaja tak element e G, daje goce=eog=g zavsakg e G;

(G4) za vsak g € G obstajatak g €G,daje gog =g og=e.

Opomba 1.2 Element e imenujemo enota grupe, medtem ko element g" imenujemo

inverz (oz. invezni element) elementa g.

Definicija 1.3 Grupa G je neskoncna, Ce je Stevilo elementov v mnozici G neskoncno, v

nasprotnem primeru je grupa koncna.

Definicija 1.4 Grupa G je Abelova, ce za vsakg,h € G velja (zakon komutativnosti)

goh=hog.

V tem kontekstu je termin 'Abelova' veliko pogostejsi kot pa 'komutativna'. Abelove

grupe so dobile ime po norveskem matematiku Nielsu Henrik Abelu (*1802 +1829).

Primer 1.5 Naj bo G mnozica celih Stevil Z in operacija ° naj bo operacija seStevanja +.
Potem mnozica Z skupaj z operacijo + zadoS¢a zgoraj naStetim Stirim aksiomom, e
vzamemo za element e (G3) $tevilo 0, in za element g~ (G4) vzamemo negativno
Stevilo —g. Dejansko je to neskon¢na Abelova grupa, saj za operacijo + v mnozici celih
Stevil Z velja, da je komutativna. Tudi mnozica racionalnih Stevil Q, mnozica realnih
Stevil R in mnozica kompleksnih Stevil C, so Abelove grupe za obiCajne operacije

seStevanja.

Primer 1.6 Ce uporabimo operacijo mnozenja v mnozici Z vidimo, da prvi trije aksiomi
drzijo pod pogojem, da si za e izberemo Stevilo 1. Cetrti aksiom pa ne drzi zaradi

naslednjih dveh dejstev. Prvi¢, Stevilo 0 nima inverza, namre¢ ne obstaja nobeno



Stevilo 0°, da bi veljalo 000" =1. Drugi¢, za poljubno celo $tevilo / € Zne obstaja
tako celo $tevilo 4", ki zado$¢a pogoju hoh =1 (na primer, ¢e je h=2) . Ce o
operaciji mnozenja razmislimo tudi za mnozice Stevil Q, R in C vidimo, da v nobeni ne
obstaja inverz Stevila ni¢, vendar obstaja za vsa ostala Stevila. Naj bo Q= Q\{0},

R”*= R\{0} in C*=C\{0}. Potem so Q", R”, C" neskon¢ne Abelove grupe za operacijo

mnozenja.

Primer 1.7 Kon¢ne Abelove grupe lahko konstruiramo na naslednji nain. Naj bo n

27/ n

naravno Stevilo vecje od 1 in naj bo @ tako kompleksno Stevilo oblike e , da velja

®" =1. Naj bo G mnozica razlicnih kompleksnih $tevil 1, o,..., o™ Definirajmo

J+k

.. . ik .. v .
operacijo grupe G s predpisom @’@" =@’ , ki je enaka operaciji mnozenja za

kompleksna Stevila. Ce preverimo aksiom (G1) vidimo, da tukaj ni vse ocitno, saj
moramo preveriti ali je @’* element mnoZice. Dokazati moramo, da ga lahko zapisemo

kot eno od kompleksnih $tevil 1,m,....,0"". Ker je 0<j, k<n—1, obstajata dve
moznosti: ali je j+k <n, kar pomeni o’ € G, ali j+k >n—1,kar pomeni, da je j+k

oblike n+t pri ¢emer je t <n. Ker je " =1, sledi

J+k

o' 0" =0’ =" =00 =0 G.

Zlahka ugotovimo, da je 1 enotain @" "’ inverz elementa @’ . Ker je
J+k

o’'o" =0’ = 0" = 0" o’

sledi, da je G Abelova grupa. To je primer cikli¢ne grupe. (glej Definicijo 3.11)

Primer 1.8 Naj bo M, (R) oznaka za mnoZico matrik nxn z realnimi koeficienti. Ta
mnozica je grupa za obicajno seStevanje matrik. Izkaze se, da je enota e nicelna
matrika(vsi ¢leni so 0) in da je inverz matrike X matrika —X. Ta mnozica pa ni grupa za

operacijo mnozenja matrik. To pa zaradi tega, ker je enota za mnozenje matrik identi¢na

matrika
10...0
01.. .0
I =.....
00 ...1




Inverz za mnoZenje matrike 4 je potem matrika A~ v obi¢ajnem pomenu teorije matrik.
Pogoj, da ima 4 inverzno matriko je ta, da ima 4 neni¢elno determinanto, kar pa
pomeni, da niso vse matrike obrnljive. Podmnozica GL(n,R) vseh obrnljivih elementov

v M, (R) je grupa za operacijo mnozenja. Pri tem je enota e =1/, , inverz matrike X pa je

n?

inverzna matrika X . Ce zamenjamo mnoZico R z drugim $tevilskim obsegom kot je
Q ali C, dobimo drugo grupo matrik za operacijo mnozenja. Oznacimo ju z GL(n, Q) in

GL(n, C).

Primer 1.9 Naj bo G mnozica naslednjih 2x2 matrik:

10 -1 0 _
1:( ],A:l 0 = cc=| 71 0,
01 0 -1 0 1 0 -1

Trdimo, da je G grupa za operacijo mnozenja matrik.

To trditev najlazje dokazemo tako, da zapiSemo tabelo vseh moznih produktov.
I 4 B C

A B C

I C B

cC 1 4

B A1

A oA~
A ® =~

Iz tabele je razvidno, da drzi aksiom (G1), saj je vsak produkt element mnozice G. Prav
tako lahko vidimo, da je / enota in da je vsak od 7, 4, B in C sam svoj inverz. S to tabelo
smo preverili vse aksiome grupe, razen aksioma (G2). Drzi pa da je mnozenje matrik

asociativno, zato je temu aksiomu avtomatsko zadosceno.

Primer 1.10 Naj bosta G in H grupi, sedaj pa pokazimo kako v sploSnem konstruiramo

novo grupo in podanih dveh. Direktni produkt grup G in H je mnoZica urejenih parov
GxH:{( , h):geG, heH},

skupaj z operacijo

(g 1)o(gsn 1)=(g106 250 B0y )
pri ¢emer sta o in o, oznaki operaciji grup G in H. Da je G x H grupa za operacijo o
zlahka dokazemo. Ceje G = H = C, = {1, —1}, potem ima G x H S$tiri elemente (1, 1),
(1, —1), (— 1 1) in (— 1, —1) in naslednjo multiplikacijsko tabelo:

9



Opomba 1.11 Od tega poglavja dalje bomo v vecini primerov za grupe uporabljali

multiplikativen zapis. Tako bomo zapis xoy nadomestili z xy. Prav tako zapisemo
enoto grupe G z 1 (v primerih, kjer bi lahko prislo do zmede zaradi oznake 1,
uporabljamo za oznako enote grupe G tudi oznaki 1; ali e) in inverz elementa g
zapisemo kot g~'. S temi oznakami potem aksiomi grupe izgledajo takole:
(Gl) za vsak par x,y € G, xy G,
(G2) za vse elemente x, y, z € G velja, (xy)z = x(yz);
(G3) obstaja tak element 1 € G, da za vsak g € G velja,

lg=g=¢gl,
(G4) za vsak g € G obstajatak g7' € G,daje gg”' =1=g"'g.

Ce je G Abelova grupa, potem je véasih primerneje uporabiti aditivni zapis, v katerem

je operacija grupe zapisana s +, enota grupe z () in inverz elementa g z —g.

10



2 Lastnosti grup

V tem poglavju bomo preucili nekaj logi¢nih posledic aksiomov grupe. Na primer, Ce
imamo podano grupo G, nam tretji aksiom zagotavlja obstoj enote v grupi G. V tem
aksiomu ni nicesar kar preprecuje, da bi grupa imela ve¢ kot eno enoto. V nadaljevanju

bomo pokazali, da to ni mozno.

Trditev 2.1 Enota grupe je enolicno dolocena.

Dokaz. Predpostavimo, da sta 1 in e enoti grupe G. Potem za vsak g € G velja,
lg=g=glineg=g=ge.

V prvo vstavimo g =e, vdrugopa g =1 in dobimo le=e=el ter el =1=1e od tod

pasledi,daje 1=e. 0

Trditev 2.2 Inverzni element vsakega elementa v grupi je enolicno dolocen.
Dokaz. Recimo, da je g element grupe G. Ce sta g° in g~' oba inverzna elementa

elementa g, potem to pomeni

(1 gg =l=¢g'¢
in
(2) gg  =l=¢g"g.
Od tod sledi

g'leg?)=2"1

=g" (po aksiomu (G3)).
Prav tako je

g*(gg‘l): (g*g)g‘1 (po aksiomu (G2))
= lg_l
=g~ (po aksiomu (G3)).

S tem smo pokazali, da je g = g~'. Kar pomeni, da obstaja enoli¢no dolo¢en inverz

poljubnega elementa g grupe G. 0

Opomba 2.3 Inverz elementa g bomo oznacevaliz g~

11



Trditev 2.4 Naj bosta a in b elementa grupe G. Potem obstajata enolicno dolocena

elementa x,y € G, davelja ax=bin ya=5.
Dokaz. Dokazati je treba, da ima enacba ax =5 vsaj eno resitev. Torej, da obstaja
element x, ki zados¢a pogoju ax = b . Poleg tega je treba pokazali, da obstaja natanko en
tak element x. Najprej dokazimo enoli¢nost. Predpostavimo, da ima enacba dve resitvi
x in z tako, da velja
ax=b=az .

Po aksiomu (G4) ima element @ inverz ¢~ . PomnoZzimo obe strani enakosti ax = az na
levi strani z @' in dobimo

a” (ax) =a” (az).
Sedaj uporabimo aksiom (G2) in dobimo

(a’la)x = (a’la)z .
Aksiom (G4) nam pove, da je a 'a =1, zato sledi 1x =1z. Z uporabo aksioma (G3) pa
dobimo rezultat x = z, kar pomeni, da ima enacba ax = b najvec eno resitev.
Sedaj dokazimo, da ima enac¢ba vsaj eno resitev. Zato pokazimo, da je element x = a'b
element G in da zadosSCa enakosti ax =b. Ker po predpostavki a € G, po (G4) tudi
a' eG ,takopo (Gl)tudi a 'b e G . Prav tako pa je
(aa"l)b po (G2)
= 10 po (G4)
= b po (G3).

ax = a(a"lb)

Da obstaja tak enoli¢no dolocen element y, da velja ya =5, dokazemo na podoben

nadin. N

Posledica 2.5 Naj bosta a in b elementa grupe G. Potem je inverz elementa ab enak
b™'a™.
Dokaz. Obravnavajmo produkt
(ab)p'a™) = alp(p'a™)) po (G2)

= a((bb‘l)a‘l) spet po (G2)

= dlla!) po (G4)

= aa' po(G3)

= 1 po (G4).

12



Za vsak g iz G ima enacba gx =1 eno samo reitev. Vemo, da je g~' reSitev te enacbe,

tako nam argument zgoraj pokaze, da je inverz od ab resni¢no b 'a". 0

Posledica 2.6 Naj bo g element grupe G. Potem je inverz od g_1 enak g.
Dokaz. Enacba

gg ' =1=g"'g

pravi, daje g~' inverz od g, in tako je tudi g inverzod g'. 0

Posledica 2.7 Inverz od 1 je enak 1.
Dokaz. 17" =1,kerje 1=1-1. 0

Trditev 2.8 (Pravilo krajsanja.) Naj bodo g, x, y elementi grupe G. Potem iz enacbe
gx =gy sledida je x =y . Tudi iz enacbe xg = yg sledi x=y.

Dokaz. Enacbo gx = gy pomnoZzimo na levi, enacbo xg = yg pa na desni z elementom
g~ . V prvem primeru dobimo
-1 -1 . .
(g g)x: (g g)y. Tako je Ix =1y, torej x =y .
V drugem primeru dobimo

x(gg*1)= y(ggil). Zato je x1= yl, torej x =y . O

Definicija 2.9 Naj bo g element grupe G. Definirajmo, da je g° =1, g' =g, g° naj
bo gg, in induktivno, za naravno Stevilo n naj bo g" = gg"". Ce je n negativno celo

Stevilo definiramo g" kot inverz elementa g™ .

Trditev 2.10 Naj bo g element grupe G in naj bosta r, s celi Stevili. Potem velja:
(]) grgs :gr+s :gsgr,
(2) (g r )S — grs )

(3) g’ = (gfl )r = (g’)f1 , kar pomeni, da je inverz od g" enak g .

13



Dokaz. (1) Najprej bomo obravnavali primer, ko sta 7 in s naravni §tevili. V tem primeru
bomo trditev (1) dokazali z indukcijo po 7.
Ceje r =1, potem je po definiciji gg* = g'™*. Po indukcijski predpostavki je

grgs :gr+s .

r+l s

Dokazati moramo, da izraz velja tudi za » + 1. Poglejmo izraz g"" g":

r+s+l1

nggs :(ggr)gv :g(grgs):ggr+s :g )
Sedaj obravnavajmo primer, ko je eno izmed $tevil 7 in s enako ni¢. Ce je = 0, potem

je

Dokaz za s =0 je podoben.
Nadalje predpostavimo, da sta » in s negativni Stevili. Sedaj uporabimo definicijo

negativne potence z negativnim eksponentom in ugotovitev, ki smo jo pokazali v prvem

primeru. Tako je

g )71 po posledici 2.5

I
oQ

= (g - )_1 , ker sta — in —s pozitivni Stevili

= (g"’_s)_1 Jker —r—s=—s—r

= g po definiciji.
Kerje r+s=s+r,iz tega dokaza sledi,daje g'g’ =g’g".
Za zakljucek tega dela dokaza nam je Se ostala moznost, ko je eno izmed Stevil 7 in s
pozitivno drugo pa negativno. Ker sta v obeh primerih dokaza podobna se bomo omejili
na enega tj., ko je »>0 in s<0. Sedaj obstajajo tri moznosti, ki jih moramo
upostevati.

(4,) r+s>0. Po primeru, ko sta obe §tevili pozitivni,

g g = gtk —gr
Ker je po definiciji g™* inverz od g°, lahko pomnoZimo obe strani z g° in dobimo
g™ =g"g" kot je zahtevano.

(/12) r+s=0.V tem primeru je s =—r, tako da je g’, po definiciji, inverz od g in

takoje g'g’ =1=g".

14



(4,) r+s < 0. Uporabimo primer, ko sta obe §tevili pozitivni,

—(r+s)

—r—s+r

g e =g =g

Pomnozimo obe strani z g7, inverzom od g”, in dobimo

—(r+s)

g ' =g"¢g".
Sedaj vzemimo inverza obeh strani, da dobimo zeleni rezultat.
(g_(m))—l _ (g_r_s )—1 _ g_(_r_s) — g™ =

) =) e7) =g’

(2) Tudi tukaj bomo najprej obravnavali primer, ko sta 7 in s naravni Stevili. V tem

grgs r N N r
=>g'g =¢'¢g

primeru bomo trditev (2) dokazali z indukcijo po 7.
Ceje r =1, potem je po definiciji g = g*. Po indukcijski predpostavki je (g’ )S =g".

Dokazati moramo, da izraz velja tudi za r + 1. Poglejmo izraz (g ™ )S :

rs+s (r+1 )s

(ngrl )S — (g_/g_)Y — (gl )Sgs — grsgs =g =g
Sedaj obravnavajmo primer, ko je eno izmed §tevil 7 in s enako ni¢. Ce je =0, potem
je
(gO)S =1 :lngS )

r0

Ceje s =0, potem je (g")o =l=g
Nadalje predpostavimo, da sta r in s negativni Stevili. Tako je

&) =(e")"
Za zakljucek tega dela dokaza nam je Se ostala moznost, ko je eno izmed Stevil 7 in s
pozitivno, drugo pa negativno.
Ceje r>0 in s <0 velja, daje s <0.
Ceje r<0in s >0 prav tako velja, daje rs <0,

Ker sta dokaza podobna se bomo omejili na primer (a)

( o’ ) g™
) ) =)
() =g

Za dokaz trditve (3) najprej predpostavimo, da je r pozitiven, tako da je po definiciji

—-r

g = (g’)_l. Preprosta indukcija nam dokaze, da je (g‘l)r inverz od g”. Ceje r=0,

potem je

15



g =(¢") =(e)" =1.
Ce je r negativen, potem je — pozitiven in spet lahko uporabimo indukcijo: ko je
r=-1,
g =g'=e")" =le") =(e')".
Naj bo sedaj —» >1 in predpostavimo, da je
g =g =(e)".

tako da je

- (g*‘ )" (g*l )71 = (g" )H z uporabo (1).
Prav tako je

1

g po indukecijski predpostavki

g—r+1 _ gr)_
()'(e)"

(g g’ )71 po posledici 2.5

= (g“1 )71 z uporabo (1).

S ¢imer zaklju¢imo dokaz. M

Definicija 2.11 Naj bo g element grupe G. Red elementa g je najmanjse naravno Stevilo
n, ki zadoscéa pogoju g" =1. Ce ne obstaja nobeno tako naravno stevilo n, potem

recemo, da je g element reda neskoncno.

Opomba 2.12 V poljubni koncni grupi ima vsak element nujno koncni red. Da to
vidimo, upostevamo potence g,g’>,g’,... in tako naprej za vsak element g koncne grupe
G. Ker so to vsi elementi grupe in grupa ima koncno Stevilo elementov, mora ta seznam
vsebovati ponavljajoce se elemente. Predpostavimo, da je g' = g° za nek rin s, ker je
r>s. Kerjeinverzod g’ enak g™, sledi g'* =g°g™" =1. Tako ima g koncni red.

Primer grupe z elementom neskoncnega reda grupa GL(2, R). Namrec, ce je

I 1 1 n
A= (0 J, potem je A" = (0 : j To pomeni, da matrika A nima koncnega reda.

16



Opomba 2.13 Ce je g element reda n sledi, da je g""' inverz elementa g. Se vec

opisemo lahko, kdaj sta poljubni dve potenci istega elementa enaki.

Trditev 2.14 Naj bo g element reda n v grupi G. Potem je g" = g’ natanko tedaj, ko

n|r—s. Tako je g* =1 natanko takrat, ko nlk .

Dokaz. Predpostavimo, da n deli » —s . Tako je » —s =nt za neko celo §tevilo 7. Potem
je
g =g = g’'g" po trditvi 2.10(1)

= gs(g")t po trditvi 2.10(2)

= g“(l)t, kerje g" =1

= g’ kerjel'=1.
Obratno, predpostavimo, da je g" = g". Po trditvi 2.10(3) je inverz od g’ enak g™* in
tako je

g =g'g =gt =1,

Sedaj zapiSimo celo Stevilo »—s v obliki gn+¢ pri Cemer je 0<¢t<n. To sledi iz

izreka o deljenju z ostankom: za poljubni celi Stevili a in b, pri Cemer je b > 0, obstajata

taki celi Stevilicind,daje a=cb+d in 0<d <b.Potem dobimo

nq+t

lzgr—s:g :(gn)qgtzlqgt:gt.
Ker je n najmanjSe naravno $tevilo z lastnostjo g” =1 sledi, da je # enak 0. To pomeni,

danr—s. 0
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3 Podgrupe

Definicija 3.1 Naj bo (G,o) grupa. Neprazni podmnozici H grupe G pravimo podgrupa
grupe G, ce je tudi (H ,0) grupa. Ce je H podgrupa grupe G, bomo to oznacili s
simbolom H <G . Ce pa je H podgrupa grupe G in H # G, pisemo H <G .

Trditev 3.2 Naj bo H podmnozica grupe G. Naslednji pogoji so ekvivalentni.:
(1) H je podgrupa grupe G;
(2) H zadosca trem zahtevam:
(a) enota grupe G je tudi v H;
(b) ce staxiny iz H, potem je tudi xy,
(c) ceje h iz H, potem je tudi h™";
(3) H zadosca pogojema:
(i) enota grupe G je tudi v H;

(ii) ¢e sta a in b v H, potem je tudi ab™ .

Dokaz. Ekvivalenco teh izjav dokazemo na slede¢ nacin:
(1)=(2) Ce je H podgrupa pomeni, da je neprazna in zado$¢a zahtevama (b) in (c).
Prav tako ima H enoto 1, . Zato jel,h=h=hl, zavsak he H .Ker je vsak he H
hkrati tudi iz G, velja hl; = h . 1z Cesar sledi

hl; =hl,

1, =1, po trditvi 2.2.

(2) = (3) Pogoj (i) iz (3) in pogoj (a) iz (2) pravita, da je enota grupe G tudi v H, zato
moramo samo pokazati zakaj drZi (ii). Naj bosta a in b iz H. Po (c) je b~' € H . Tako po
(b) sledi ab™ € H .
(3)= (1) Predpostavimo, da pogoja (i) in (ii) drzita. PokaZzimo, da je H podgrupa grupe
G. Ker je H neprazna mnozica z enoto, kar nam zagotavlja (i), v njej velja
asociativnostni zakon (G2). Naj bo / iz H. Uporabimo (ii) tako, daje a=1 in b=h in
vidimo, da je tudi 5~ € H. S tem smo pokazali, da drZi tudi (G4). Kon¢no drzi tudi

lastnost (G1), saj &e sta x in y iz H, potem (kot smo Ze videli) sta tudi x in y~' iz H.

1

Sedaj ponovno uporabimo (ii), tako daje a =x in b=y~ in dobimo
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x(y’1 )71 =xyeH. 0

Opomba 3.3 Da je podmnozica podgrupa, lahko preverimo samo z aksiomom (2)
trditve 3.2.

Opomba 3.4 Dokaz trditve 3.2 nam pokaze, da vsaka podgrupa grupe G vsebuje enoto
grupe G.

Opomba 3.5 Pogoja (a) iz (2) in (i) iz (3) smo vkljucili le zato, da zagotavijata
nepraznost H. Ce vemo, da je nasa podmnoZica neprazna, potem ta dva podatka
postaneta odvecna. Na primer, ce vsebuje H vsaj en element, potem z vpeljavo pogoja
(ii) iz (3) in a = b pokazemo, da 1 je v H.

Opomba 3.6 Ce je G koncna grupa, po opombi 2.13 sledi, da je za vsak g€ G, g

tudi oblike g* za neko naravno Stevilo k. Potem po opombi 3.5 sledi, da ce je H taka
podmnozica G, da je (i)' H neprazna in (ii)' za vsak x,y € H, velja xy € H, potem je H

podgrupa G. Obratno, vsaka podgrupa H grupe G zadosca pogojema (i)' in (ii)'.

Primer 3.7 Vrnimo se na primer 1.5 in 1.6. Zlahka opazimo, da je Z podgrupa Q in Q
je podgrupa R. Iz definicije preprosto sledi, da je podgrupa podgrupe podgrupa. Tako
dobimo verigo aditivnih Abelovih grup

Z<Q<R<C,
in verigo multiplikativnih grup

Q*<R*<C”* .

Primer 3.8 Naj bo SL(n, R) mnozica vseh matrik z determinanto 1. Potem je SL(n, R)
podgrupa grupe GL(n, R). To velja, ker ima enotska matrika determinanto enako 1; Ce
imata matriki X in Y determinanto 1, potem jo ima tudi matrika XY; obstaja pa tudi

inverzna matrika matrike z determinanto 1, ki pa ima prav tako determinanto enako 1.

Primer 3.9 Pokazimo, da je mnozica nZ= { nz | n eN, z € Z} podgrupa grupe Z.
Drzi, da je nZ c Z. Preveriti bi Se morali, ¢e velja:
a, benZ= aob™ enZ,

vendar to sledi kar iz pogoja (3) (@i) trditve 3.2.
Zato iz pogoja (2) (b) trditve 3.2 sledi, da nz € Z. Kar pomeni, da je nZ<Z.
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Trditev 3.10 Naj bo I mnozica indeksov in naj bo H, podgrupa grupe G za vsak i€ 1.
Potem je
NH, :{geG|geHi za vsak ie]}

podgrupa grupe G.

Dokaz. Naj bo K =(H,. Da pokazemo, da je K podgrupa moramo preveriti pogoj (2)
iz trditve 3.2.

(a) Ker je vsak H, podgrupa sledi, daje 1€ H, za vsak i € I . Zato je 1 tudi v K.

(b) Predpostavimo, da x,y e K. Potem, stax,y € H, za vsak i. Zato ker je H,
podgrupa, je xy € H,. Ker to velja za vsak i sledi xy € K .

(c) Najbo he K. Kerje he H, inje H, podgrupa sledi h™' € H, za vsak ie .

Zatoje h™' e K. 0

Definicija 3.11 Naj bo X poljubna podmnozica grupe G. Presek vseh podgrup grupe G,

ki vsebujejo mnozico X imenujmo podgrupa generirana z X in jo oznacimo z <X >
Dejstvo, da je <X > podgrupa sledi iz trditve 3.10. Potemtakem je <X > najmanjsa

podgrupa grupe G, ki vsebuje X.

Opomba 3.12 Ko je X = {xl,..., xn} in so X,,..., x, elementi grupe G, potem namesto
zapisa <{ }> uporabljamo kar zapis < > V primeru, ko X vsebuje samo en element iz G,
recimo x, pravimo, da je grupa <x> ciklicna. Tako podgrupa <x> sestoji iz vseh moznih
potenc (pozitivne, negativne in nic) elementa x. V splosnem so elementi grupe <X >

produkti potenc elementov mnoZice X. Namrec grupa <X > vsebuje vse take produkte, in

nadalje je mnoZica vseh takih produktov podgrupa od G.

Primer 3.13 Aditivna grupa celih §tevil Z je neskonc¢na cikli¢na. Katerokoli naravno
Stevilo m lahko zapiSemo kot vsoto 1+1+---+1 (m—krat); to je m-ta potenca
elementa 1. Negativna cela §tevila so inverzi pozitivnih, oziroma negativne potence

elementa 1. Tudi 0 je generirana z elementom 1: 0 =1+(~1)€eZ.
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Primer 3.14 V primeru 1.7 smo videli, da je <ez”i/”> ciklicna podgrupa grupe C z n

elementi.

Trditev 3.15 Naj bo G grupa in g naj bo element grupe G. Ce je g neskoncnega reda,
potem je <g> neskoncna ciklicna grupa. Ce pa je g reda n, potem ima grupa <g> n

elementov.

Dokaz. Predpostavimo, da je g neskoncnega reda. Recimo, da je < g> konc¢na grupa, ki
je sestavljena iz vseh moznih potenc elementa g. Torej sledi, da ima lahko kon¢no
Stevilo elementov le v primeru, ¢e bi bili nekateri od teh enaki. Potem, ¢e je g’ = g’ in
i < j,bidosegli
gl =g"=g"=1,

tako bi bil g kon¢nega reda. Ker je to v nasprotju s predpostavko, zaklju¢imo, da < g> ni
kon¢na grupa.

Ce sedaj predpostavimo, da je g konénega reda n, potem po trditvi 2.14 sledi, da obstaja
natanko » razli¢nih elementov grupe G oblike g'. To pomeni, da je g’ = g’ natanko

tedaj, ko n|i— j, takrat je tudi g"/ =1. Iz &esar sledi, da ima grupa (g) n elementov.[|

Trditev 3.16 Ciklicna grupa je Abelova.

Dokaz. Naj bo grupa G generirana z elementom g. Zato je vsak element grupe G oblike
g’ za nek i. Potemtakem, &e sta x in y v G,obstajata taka i in j, daje x=g' in y=g’.
Potem je

xy = g'g’=g" potrditvi 2.10

J+i

= glt=g'g =

To pomeni, da je G Abelova grupa. M

Trditev 3.17 Podgrupa ciklicne grupe je ciklicna grupa.
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Dokaz. Naj bo G cikli¢na grupa generirana z elementom g in recimo, da je H podgrupa
grupe G. Ker je H podmnozica G, so vsi elementi H oblike g* za nek ke Z. Ce je
H = {1}, potem je H cikli¢na. Zato predpostavimo, da H # {1} in izberemo tak element
iz H , da je k je najmanjSe mozno pozitivno Stevilo. Sedaj naj bo g* drug element grupe
H. Uporabimo izrek o deljenju z ostankom in s zapiS§imo v obliki gk +r , kjer je
0<r<k. Potem sta g' in (gk)_l =g v H, zato ker je H podgrupa, je tudi
gs(g_k )q =g*M =g" v H. To je v nasprotju z definicijo k, razen v primeru, ko je

r =0, potem k|s. Pokazali smo, da je vsak element podgrupe H oblike (gk )q za neko

celo stevilo g, tako da je H cikli¢na in generirana z g* . 0

Trditev 3.18 Naj bo G koncna ciklicna grupa reda n. Ce d|n potem obstaja natanko ena

podgrupa grupe G z d elementi, oznacimo jo z G,. Stevilo elementov grupe G, ki

zadoscajo pogoju x* =1, je d in natanko ti elementi so elementi podgrupe G, .

Dokaz. Naj bo grupa G generirana z g, in g naj bo reda n. Jasno je, da ima g"’¢ d

razli¢nih mo¢i, tako ima < g" d> d elementov. Ce bi bila H druga podgrupa reda d, po

trditvi 3.16, bi H bila cikli¢na in generirana npr. z elementom y. Potem je y = x" za nek

7 in ker je y reda d vidimo, da je x"* =1. Potem, po trditvi 2.14, n|rd. Potemtakem je

Jn=k(n/d)d =rd za nek k. Iz tega sledi, da je »=k(n/d), od to pa, da n/d|r. To

nld

pomeni, da je y potenca elementa g"'“, tako da je H podgrupa ciklicne grupe < g" d>.

Ker sta obe grupi reda d, morata biti enaki.
Zgornji argument nam pokaze, da x zado3¢a enacbi x? =1 natanko tedaj, ko je x

potenca elementa g"'¢ . Iz &esar sledi, da je d resitev te enacbe. 0
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4 Odseki in Lagrangeov izrek

V tem poglavju bomo dokazali Lagrangeov izrek. Ta pomemben rezultat nam pove, da
Stevilo elementov podgrupe kon¢ne grupe G deli Stevilo elementov grupe G. Najprej

bomo vpeljali pojem odseka, na katerem temelji dokaz Lagrangeovega izreka.

Definicija 4.1 Naj bo H podgrupa grupe G in naj bo g poljubni element grupe G. Levi
odsek gH grupe G po podgrupi H je definiran kot mnoZica elementov grupe, ki so oblike
gh, kjer je h poljubni element grupe H:

gH:{gh:heH}.

Opomba 4.2 Desni odsek grupe G po podgrupi H definiramo analogno.

Opomba 4.2 Odsek 1H je preprosto podgrupa H. Se vec, za vsak h iz grupe H je

hH = H, saj je H zaprta za operacijo mnoZenja.

Opomba 4.3 Element g je v odseku gH, ker je g = gl.

Primer 4.4 Naj bo G dihedralna grupa D(3) reda 6, grupa simetrij enakostrani¢nega
trikotnika. Potemtakem, ima grupa G obliko

G=(a, b|b*=1=a’, ab=ba™").
Ker ima b red 2 ima podgrupa H :<b> dva elementa. Sest elementov grupe G je

1, a, a*, b, ba, ba’. Sedaj izratunamo S$est moznih levih odsekov grupe G po

podgrupi H:



Ce dobro pogledamo vidimo, da so v resnici samo trije razli¢ni levi odseki, ker so ostali

trije enaki temu:

|H =bH; aH =ba*H; a*H =baH .

Primer 4.5 Preucili bomo grupo simetrij geometrijskih likov v ravnini. Elementi te
grupe so transformacije ravnine, ki pustijo geometrijski lik nespremenjen. Ta pojem
bomo predstavili v primeru, ko je geometrijski lik enakostrani¢ni trikotnik. Za
poenostavitev poznejse diskusije, bomo tocke trikotnika oznacili z naravnimi Stevili 1, 2

in 3.

2 d

Obstaja ve¢ transformacij ravnine, ki ohranijo enakostrani¢ni trikotnik. Na primer
rotacija ravnine za 120° v nasprotni smeri urinega kazalca s srediS¢em v teziScu
trikotnika. Potem ga lahko rotiramo Se za nadaljnjih 120° , Se ena taka rotacija pa
trikotnik vrne v zacetno stanje. Kar je enako, kot pa da sploh nebi vrteli, zato se imenuje
identiteta. Naslednje tri simetrije so rezultat zrcaljenja trikotnika preko simetrale
stranice. Iz tega sledi, da zrcaljenje preko simetrale stranice, s krajiS¢ema 2 in 3,
zamenja oglis¢i 2 in 3, medtem ko oglis¢e 1 ostaja fiksno. Potemtakem naslednjih Sest
simetrij predstavlja vse mozne simetrije enakostrani¢nega trikotnika.

Oznacimo jih takole:

1 3 .
e = a = fes
2 3 1 2 3
1 3 2
- A A -
3 2 2 1 1
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Na mnozici simetrij {e, a, b, c, d, f } definirajmo naslednjo operacijo: za poljubna
X, V€ {e, a, b, c, d, f} naj bo xoy simetrija, ki jo dobimo tako, da najprej
uporabimo y, nato pa vpeljemo Se x. Ker a oznacuje rotacijo za 120 stopinj in ¢ oznacuje
zrcaljenje Cez nosilko viSine na osnovnico, potem je aoc zrcaljenje preko nosilke

viSine na stranico, ki jo omejujeta tocki 1 in 2 (=f). Na podoben nacin lahko preverimo

sledeco tabelo za operacijo o:

e a b c d f
ele a b ¢ d f

ala b e f ¢ d
blb e a d f c
clc d f e a b

dld f ¢ b e a
flf ¢ d a b e

Ta tabela preveri vsak aksiom grupe razen aksioma asociativnosti (G2). Vendar bomo v

poglavju 3 pokazali, da je kompozicija transformacij asociativna in zato grupa.

Na podoben nacin lahko, za poljubno liho naravno Stevilo n (n 23), konstruiramo
grupo simetrij pravilnih n-kotnikov. Izkaze se, da ima taka grupa 2n elementov (n
rotacij in n zrcaljenj preko simetral stranic). Ce pa je n sodo $tevilo, ima grupa simetrij
pravilnega n-kotnika prav tako 2n elementov, n rotacij in n zrcaljenj preko simetrale
stranice.

Ta grupa je poznana pod imenom grupa simetrij pravilnega n-kotnika in jo ozna¢imo z
D(n)(uporabljata pa se tudi oznaki D, ali pa D, ). Kot bo razvidno iz poznejSih
poglavij, so lastnosti te grupe pogosto odvisne od n. Prav tako pa je mogoce simetrijo
drugih oblik v ravnini in prav tako tri-dimenzionalnih predmetov.

Grupa simetrij enakostrani¢nega trikotnika je grupa D(3) in hkrati Abelova grupa s

Sestimi elementi.
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Primer 4.6 Uporaben nacin doloc¢anja grupe G je z generatorji in relacijami podanimi
pri predstavitvi grupe G. V tem primeru imamo podano listo tak$nih generatorjev, ki se

ujemajo s produkti moci teh generatorjev...

Na primer predstavitev <a ra" = 1> definira cikli¢no grupo z n elementi.
Kot naslednji primer, naj bo n naravno Stevilo in
G=<a,b:b2 =l=a" A ab=ba"l>.

Jasno je, ¢e hocemo, da je G grupa, potem mora vsebovati n moci elementa a, skupaj z

elementom b in produkt kot je ba' (0 <i<nm —1). Prav tako mora vsebovati produkt

1

a'b . Enakost a’'b=ba™" dobimo po indukciji, saj velja, da de ab = ba™". Resitev v eno

smer je trivialna, saj je podana s samo relacijo. V nasprotno smer pa predpostavimo, da

1

velja a'b=ba™" potem iz tega sledi zahtevano

a™'b=aa'b= a(ba‘i)= ba"'a” =ba™"".
Ce hog¢emo pokazati, da sta elementa {ai ,ba’! :0<i,j<n- 1} zaprta za mnoZenje,
moramo upostevati Stiri razlicne primere:

(1) produkt elementov oblike a’ in a’ je a'”/ in ta pripada grupi G (po menjavi

i+j i+j-n

a™ za ,éeje(i+j)2n);

produkt elementov oblike ba’ in a’ je ba'’ kar pripada grupi G (spet po
(2) produkt blike ba' in a’ je ba' k d G (

i+ i+j-n

menjavi a"’/ za , Ceje (i+j)2n);

(3) produkt elementov oblike a’ in ba' je ba "/ in ta pripada grupi G (po menjavi

—i+j n—i+j

a' za ,Ceje i > j); in nazadnje

(4) produkt elementov oblike ba' in ba’ je

ba'ba’ =bba'a’ =a"",

ker je b* =1 sledi, da ta produkt prav tako pripada grupi G (spet po menjavi a "/ z

n—i+j

a ,éejei>j).

To nam pokaze, da elementa {ai ,ba’ :0<i,j<n— 1} tvorita grupo.

Se vedno pa nam preostane problem za razmislek, kako mi lahko vemo, da nas ve
primerov relacij ne bo pripeljalo do nepri¢akovanega zakljucka, kot je a =1? Grupa

<w:w2 =1, w :1> vsebuje samo en element, zaradi relacije to pomeni

1=w’ =w’w=w. Eden od nadinov za dokaz, da ima naSa grupa 2n razli¢nih

elementov je, da najdemo 'primer' zanjo. To lahko naredimo, ko je n>2 z razlago
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grupe kor simetricne grupe pravilnega n-stranega mnogokotnika, kjer a oznacuje
360/ n -stopinjsko rotacijo v nasprotni smeri urinega kazalca in b oznacuje partikularne
preslikave. Preprosto lahko preverimo, da simetrije zados$¢ajo relacija podanim za grupo
G. Ker ima simetrija grupe n zrcaljenj in n rotacij, lahko vidimo, da ima zgoraj
predstavljena grupa 2n elementov. Ta grupa je poznana pod imenom dihedralna grupa

D(n)

Definicija 4.7 Relacija R na mnozici X je ekvivalencna relacija na X, ce R zadosca
sledecim trem pogojem za vsak x, y, z iz X,

(1) xRx (refleksivnost);

(2) ce je xRy potem je yRx (simetricnost); in

(3) ce je xRy in je yRz potem je xRz (tranzitivnost).

Trditev 4.8 Naj bo H podgrupa grupe G. Potem je relacija R na G, definirana s
predpisom
xRy & x'yeH,

ekvivalencna relacija.

Dokaz. Preverimo tri zahteve na R, kot je podano v definiciji 4.7.
(1) Ker je H podgrupa, je tudi x'x=1, v H za vsak xe H . Zato je xRx, kar
pokaze, da je relacija R refleksivna.
(2) Ce je xRy potem x 'y € H . Ker je H podgrupa, velja
ylx= (x"ly)_l eH.
Zato je yRx, kar pomeni, da je R simetri¢na.
(3) Ce je xRy in yRz, potem sta x'y in y~'z iz H. Tako je x 'z = (x‘lyXy‘lz)e H,

kar pomeni, da je xRz. Skratka relacija R je tranzitivna. 0

Definicija 4.9 Naj bo R ekvivalencna relacija na mnozici X. Ekvivalencni razred [x] B

elementa x iz mnoZice X je mnoZica vseh elementov mnozice X , ki so v relaciji R z

elementom x:

[x]R = {y € X|ny}.
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Definicija 4.10 Naj bo X neprazna mnozica. Pravimo, da je mnoZica vseh nepraznih
podmnozic mnozice X razbitje mnozice X, ce je vsak element mnoZice X v natanko eni

podmnoZzici.

Iz tega sledi, da je unija vseh podmnozic v razbitju mnozice X enaka mnozici X,

medtem ko je presek poljubnih dveh podmnozic prazna mnozica.

Trditev 4.11 MnoZica ekvivalencnih razredov poljubne ekvivalencne relacije na

mnozici X je razbitje mnoZice X.

Dokaz. Najprej upostevajmo, da je R refleksivna relacija (Definicija 4.5). Vsak element

x iz X je v ekvivalenénem razredu [x], in tako je unija ekvivalen¢nih razredov enaka
mnozici X. Ce je z v obeh [x], in [y],, potem je xRz in yRz. Ker je R simetri¢na
vidimo, da je zRy . Zaradi tranzitivnosti sedaj sledi, da je xRy . Potemtakem je y e [x] -

Torej xRy ter yRxin zato je [x], = [y],. O

Trditev 4.12 Naj bo H podgrupa grupe G in naj bo R ekvivalencna relacija iz trditve

4.8. Potem je ekvivalencni razred elementa g iz G levi odsek gH.

Dokaz. Najprej pokazimo, da je [g]R c gH .Najbo x e [g]R .Potem je g'x =h zanek
h € H . Potemtakem je x = gh intako x € gH .
Nasprotno pokazemo, da je vsak element odseka gH vsebovan v ekvivalenénem

razredu[g]R. Naj bogh e gH . Potem je g‘l(gh):heH in tako je gR(gh). Torej

ghe[g]R' N

Posledica 4.13 Naj bo H podgrupa grupe G. Potem sta dva leva odseka xH in yH grupe
G po podgrupi H, enaka ali disjunktna. Namre¢ xH = yH drzi natanko tedaj, ko je

y'x e H. Ce sta xH in yH razlicna, potem je xH (\ yH prazna mnoZica. Vsak element

grupe G pripada nekemu levemu odseku grupe G po podgrupi H.

Dokaz. To sledi iz trditve 4.11 in trditve 4.12. 0
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Primer 4.14 Ta rezultat lahko predstavimo z uporabo primera 4.4. Ugotovili smo, da je
|\H =bH, aH =ba’H, a*H =baH .
Te enakosti lahko sedaj izpeljemo tudi kot posledice sledecih dejstev

b'1=b" = beH;

5
N
LS}
—
Q
Il
Q
8]
S
o
Il

aba=be H;in

(ba)_la2 =a'b'a’* = a’ba’*=beH.

Primer 4.15 Naj bo G aditivna grupa celih Stevil Z in naj bo n poljubno naravno
Stevilo. Za mnozico vseh veckratnikov Stevila n nZ={ nz | zeZ } je jasno, da je
podgrupa grupe Z (primer 3.9). Operacija grupe nZ je seStevanje, zato je enota grupe 0.
Izberimo poljubno celo stevilo 4. Levi odsek grupe Z po podgrupi nZ v ozna¢imo s

simbolom k+nZ. Torej

ktnZ= {k+nz| neN, k, zeZ}.

Trditev 4.16 Naj bo H podgrupa grupe G. Za poljuben element g iz G, ostaja bijekcija
a med H in gH.

Dokaz. Definiramo preslikavo a iz H v gH po pravilu a(h): gh zavsak he H. Da
dokazemo bijektivnost preslikave o , moramo pokazati, da je injektivna in surjektivna.
Da pokazemo, da je « injektivna: predpostavimo, da za x, y € H velja a(x)z a(y),
tako da je gx = gy. Potem obe strani enakosti pomnozimo z g~ z leve strani, iz ¢esa
dobimo x=y.

Da pokazemo da je a surjektivna: poljubni element odseka grupe G po podgrupi H je

oblike gh za nek h € H . Tako imamo gh = a(h). O

Opomba 4.17 Za vsako mnozico X, mo¢ mnozice X zapiSemo kot |X | Ko je X kon¢na
grupa G, Stevilu |G| pravimo red grupe G. V tem zapisu nam trditev 4.16 pokaze, da Ce

je H podgrupa grupe G, potem za vsak g € G, velja |H| = |gH| .
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Izrek 4.18 (Lagrange) Naj bo G koncna grupa in naj bo H podgrupa grupe G. Ce je r
, V 9]
Stevilo razlicnih levih (ali desnih) odsekov grupe G po podgrupi H, potem je r = H

Zato velja, da obe Stevili |H| in r delita |G|

Dokaz. Naj bo G kon¢na grupa. Vsaka njena podgrupa je potem tudi kon¢na grupa Prav

tako je kon¢no tudi Stevilo odsekov aH. Naj bo razli¢nih odsekov r, in sicer
* H, a,H, a,H, ..., a H .
Na te odseke razpade grupa G. Tu smo vzeli a, =e in dobili prvi odsek, ki je kar H.

Moc¢ grupe G zaznamujmo z m, mo¢ podgrupe H pa z n. V vsakem odseku aH je prav
toliko elementov, kolikor jih je v podgrupi H. V zaporedju (*) je r odsekov, vsak izmed
njih vsebuje po n elementov in posamezni odseki nimajo skupnih elementov. Od tod

sklepamo, da je v vseh odsekih zaporedja (*) ravno nr elementov. Ker drugih elementov

v grupi G ni, je m = nr . To pomeni, da |H| deli |G| 0

Definicija 4.19 Stevilo razlicnih levih odsekov grupe G po podgrupi H se imenuje
indeks podgrupe Hv G. Indeks oznacujemo z |H : G|.

Primer 4.20 Kot preprosto aplikacijo tega rezultata, dolo¢imo vse podgrupe grupe
G=C,xC,. Stiri elemente grupe G lahko zapisemo v obliki (1, 1), (x, 1), (1, y), in
(x, y) (kjer je x* =1=y*). Potem sta grupa G sama in podgrupa {(1, 1)} podgrupi s
Stirimi oziroma enim elementom. Prav tako je jasno, da je edina podgrupa s Stirimi
elementi sama grupa G in da je edina podgrupa z enim elementom podgrupa J\(1, 1)} Po
Lagrangeovem izreku red vsake druge podgrupe deli 4 in tako mora biti 2. Podgrupa z

dvema elementoma je sestavljena z enoto in elementom, ki mora imeti red 2.

Potemtakem obstajajo tri take podgrupe z dvema elementoma:

(L) G b 41k G wlin {01} (e 2

in tako obstaja pet podgrup grupe G.
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Besedo 'red' smo uporabili v dveh pomenih: red grupe G (Stevilo elementov grupe G), in

red elementa g v grupi G (najmanjse naravno $tevilo k, da velja g* =1). Po trditvi 3.15

sledi, da je red elementa g enaka redu podgrupe < g>.

Posledica 4.21 Naj bo g element koncne grupe G. Potem red elementa g deli red grupe
G.

Dokaz. Uporabimo Lagrangeov izrek za podgrupo < g> grupe G. Nato uporabimo Se

trditev 3.15, ki pove, da je Stevilo elementov v tej podgrupi enako redu elementa g. [

Izrek 4.22 Naj bo m red koncne grupe G. Vsak element x € G ustreza enachi x" =1.

Dokaz. Naj bo s red elementa x. Ker je m deljiv z s, lahko piSemo m = rs, pri Cemer je
tudi r celo Stevilo. Od tod dobimo

x’":x”:(xsyzlrzl. O

Sledeca pomembna posledica Lagrangeovega izreka se glasi:

Posledica 4.23 Naj bosta H in K podgrupi koncne grupe G. Ce je H podgrupa grupe K,
potem velja

|G:H|:|G:K||K:H|.

Dokaz. Kot smo videli je
6| =IG|#1|= (Gl K (K| 1) =l K] K- ]
U
Trditev 4.24 Naj bo H podgrupa grupe G. Preslikava o definirana s predpisom
a(gH ) = Hg™' je bijekcija med mnoZico razlicnih levih odsekov grupe G po podgrupi H
in mnoZico razlicnih desnih odsekov grupe G po podgrupi H. Tako je Stevilo razlicnih

levih odsekov grupe G po podgrupi H enako Stevilu razlicnih desnih odsekov grupe G
po podgrupi H.
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Dokaz. Za dokaz injektivnosti o predpostavimo, da je a(xH)=a(yH) za neka

1 -1

x, yeG. Potem je Hx' = Hy™', tako je tudi x~' =1x"' enako hy~' za nek A iz H.
Potemtakem je #=x""y intakoje A" = y'x. Ker je H podgrupa, je h~' v H in hkrati
sta tudi leve odseka xH in yH enaka (posledica 4.13). Kar nam pove, da je & injektivna.
Za dokaz surjektivnosti & pa, naj bo Hx desni odsek H v G. Ker je x = (x” )71 in ker je

Hx = a(x’lH), je a surjektivna. 0

Primer 4.25 Vrnimo se na primer 4.4. Naj bo
G=(b, a: b’=1=d’, ab=ba"*) inH = (b).
Razli¢ni desni odseki grupe G po podgrupi H so
H=Hl=Hb;, Ha= {a,ab}z Hba in Ha® = {az,baz}z Hba* .
Pripomnimo 3e, da elementi desnih odsekov nisi enaki tistim v levih odsekih: {a,ba} je

desni odsek, ni pa tudi levi odsek. Preslikava a v trditvi 4.24 je povezava med levimi
in desnimi odseki, ki nam pokaze, da obstaja enako Stevilo obojih. Vendar so elementi v

teh odsekih lahko popolnoma razli¢ni.

Definicija 4.26 Za poljubni dve podmnozici A in B grupe G, definiramo podmnozico

AB, ki je mnoZica vseh elementov oblike ab, kjer je a € A in b e B

ABz{ab:aeA, beB}.

Trditev 4.27 Naj bosta A in B podgrupi grupe G. Potem je AB podgrupa G natanko

tedaj, ko je AB = BA. V tem primeru recemo, da sta A in B zamenljivi.

Dokaz.

(AB c BA)PredpostaVimo, da je AB podgrupa G in naj bo ab iz AB. Potem je ab inverz
nekega elementa c, recimo, iz AB. ¢ lahko zapiSemo kot a,b, zanek a, iz 4 in b, iz B.
Odtod je

ab=c" =(ab, )" =ba;",
in tako je ab iz BA. To nam pokaZe da je AB < BA.
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(BA < AB) Sedaj najbo x € BA. Tako je x =ba zanek a € A in b e B. Potem je

ba = (a ! )_1 € AB, medtem ko je AB podgrupa. Iz tega sledi zahtevano BA < 4B.
Nasprotno predpostavimo, da je AB = BA. Da pa pokazemo, da je AB podgrupa G,
moramo preveriti zahteve trditve 3.2(2). Potemtakem je 1 v 4B, kerje 1 v A in v B. Ce

sta a,, a, 1zA in b,, b, iz B, potem

(albl Xazbz ) =4, (blaZ )bz .
Ker je AB = BA vidimo, da je b,a, =ab zanek aiz 4 in b iz B. Odtod je

(albl Xazbz ) = (ala)(bbz ) .

Ker sta 4 in B podgrupi, preprosto sledi, da je (alb1 )(azbz) v AB. Kon¢no velja, Ce je ab
iz AB, potem je (ab)ﬁ1 =b"'a”", tako je (ab)f1 iz AB=BA in AB je zaprta pod

inverzom. Potemtakem je AB podgrupa G. O

Trditev 4.28 Naj bosta A in B koncni podgrupi grupe G. Potem je

ap= 1B
|4N B

Dokaz. Naj bodo

x(4NB), x,(4NB), .., x,(4NB)
razli¢ni levi odseki A1 B v A. Potemtakem je tudi vsak element 4 v x, (AﬂB) za
1<i<k in prav tako, e je i # j, potem x_/.x[1 ni element A()B. Naj bo ab poljuben
element iz AB. potem lahko zapiSemo a v obliki x,g zanek 1<i<k innek ge AN B.

Potemtakem je ab = x; (gb). Ker sta gin b iz B, je potem ab iz odseka x,B . Razen tega
se odseki x;B (z’ = 1,...,k) razdelijo, saj je drugaCe (posledica 4.11) x,B =x,B zanek i
in j. Zato je (trditev 4.10) x;lxi element iz B. Ker sta x; in x, iz podgrupe A, in v
nasprotju z definicijo je x;lxi iz AN B. Smo pokazali, da

r=|4/|4N B|=|4B|/|B]

in tako tudi
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Trditev 4.29 Naj bo p prastevilo in G grupa s p elementi. Potem je grupa G ciklicna.

Dokaz. Predpostavimo, da je G grupa s p elementi in naj bo g element iz G, ki je
razli¢en od enote. Po posledici 4.21 red g deli p. Ker je p prastevilo, sta njegova edina

delitelja 1 in p. Red g pa ni 1, saj je g # e, potemtakem je p red elementa g. Po trditvi
3.15 sledi, da ima podgrupa <g> p elementov in tako zajame celotno grupo G.

Potemtakem je G cikli¢na grupa. 0
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5 Podgrupe edinke in kvocientne grupe

V tem poglavju bomo predstavili pojem podgrupe edinke in pokazali kako je ta

podgrupa uporabljena pri konstrukeiji kvocientne grupe.

Definicija 5.1 Naj bo x element grupe G. Pravimo, da je poljubni element grupe G
oblike gxg™' konjugirani element elementa x. Za poljubno podgrupo H grupe G

pravimo, da je mnoZica gHg ™' = {gxg’1 xeH } konjugiranka podgrupe H.

Trditev 5.2 Naj bo H podgrupa grupe G. Potem je vsake konjugiranka gHg ' tudi
podgrupa grupe G.

Dokaz. Za dokaz, da je gHg ' podgrupa G, moramo preveriti pogoj 2 iz trditve 3.2.
Enota grupe G je tudi v grupi gHg ', ker je glg™' =1egHg™". Ce sta a=gxg™' in
b=gyg™' iz gHg ', potem je tudi

ab=(gvg ™ Ngvg )= g(w)g ™ e gHg ™.

Konéno za poljuben gxg™' € gHg ™' vidimo, da je

(gxg ') =) 'x'g" =gx g e gHg . 0

Definicija 5.3 Podgrupa N grupe G je edinka, ce za vsak ge G velja, da je

gNg™ = N (to pomeni, da za vsak x € N invsakg € G, velja gxg™' € N ).
Opomba 5.4 V poljubni grupi G sta {1} in G podgrupi edinki.

Trditev 5.5 Naslednji pogoji so za vsako podgrupo N grupe G ekvivalentni:
(a) N je podgrupa edinka grupe G;
(b) za vsak g € G velja, daje g"'Ng = N ;
(c) za vsak g € G velja, daje g'Ng =N = gNg™';
(d) za vsak g € Gvelja, da je gN = Ng ; in
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(e) vsak desni odsek grupe G po podgrupi N je tudi levi odsek grupe G po podgrupi
N.

Dokaz. (a)=>(b) Ker je N podgrupa edinka grupe G, je yNy ' < N za vsak y € G. Ce
namesto y vstavimo g ', nam potem to pove, da je g"lN(g"1 )_l =g 'NgcN.
(b)=(c) Po (b) za vsak g € G velja, daje gNg ™' = (g"1 )_lNg_1 c N, tako je

gN=gNg"'gc Ng.
Iz tega sledi, da je N =g~'(gN) vsebovan v g~'Ng. Zato je potemtakem N = g~'Ng
in N=gNg™".
(c)=(d) Ceje gNg™' =N zavsak g € G vidimo, da je

gN = g(g_lNg)= Ng zavsak geG.

(d)= (e) Ta implikacija je oCitna.
(e)=(a) Za vsak g € G nam pogoj (e) pove, da je desni odsek Ng levi odsek, recimo
Ng=g N zanek g . Potem pa, ker je 1 iz g'Ng=g'g N, je =g 'gn za nek
neN.lztegasledi, daje N < g"'Ng od to pa nadalje preprosto sledi, da g 'Ng = N
tako, da podgrupa edinka grupe G. 0

Primer 5.6 Ce je G Abelova grupa, potem za vsako podgrupo N grupe G in vsak
element g iz G velja, daje gNg™' = N, ker je gng™' = gg~'n = n. Potemtakem je vsaka
podgrupa Abelove grupe podgrupa edinka.

Primer 5.7 Predpostavimo, da je H podgrupa grupe G z indeksom 2. Potem ima H dva

leva (in dva desna) odseka v G. Ce je g € H , je levi odsek gH enak H, prav tako kot
desni odsek Hg . Za vsak g, ki ni v H, mora biti levi odsek gH enak G\H, ker obstajata
samo dva leva odseka in ta odseka tvorita razbitje grupe G. Tudi desni odsek Hg mora

zaradi istega razloga biti enak G\H. Potemtakem je vsak levi odsek enak desnemu

odseku in tako je po trditvi 5.5(e) H podgrupa edinka grupe G.

Trditev 5.8 Naj bo N podgrupa edinka grupe G in naj bo H poljubna podgrupa grupe
G. Potem je H(\N podgrupa edinka grupe H.
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Dokaz. Za poljuben xe H(\N in poljuben ge H velja, da gxg' € H, ker je H
podgrupa G. Vendar, ker je xe N in je N podgrupa edinka grupe G, je prav tako

1

gxg™' e N . Zato, kot je zahtevano, tudi gxg' e N H . 0

Trditev 5.9 Naj bo I mnozica indeksov in {N ciiel } naj bo mnozica podgrup edink
grupe G. Potem sta tudi <Nl. el > in ﬂNl. podgrupi edinki grupe G.
iel

Dokaz. Po definiciji je <Nl.> presek vseh podgrup grupe G, ki vsebujejo vse N,. Za
poljubno tako podgrupo H velja, da njena konjugiranka podgrupe H vsebuje vsak
gN. g~'. Ker je vsaka N, podgrupa edinka grupe G, sklepamo, da konjugiran gHg™
vsebuje tudi N, . Zato sledi, da je

(N, :iel)
podgrupa edinka.
Prav tako, ker je (1N, podgrupa G (trditev 3.10), in g(ﬂ N, )g’1 = ﬂ(gNl.g’l) za vsak

g € G, sklepamo, da je (1 N, podgrupa edinka grupe G. O

Trditev 5.10 Naj bo N podgrupa edinka grupe G in naj bo H poljubna podgrupa grupe
G. Potem je (N,H)= NH tako, daje HN = NH .

Dokaz. 7e iz aksioma (G1) definicije 1.1 je jasno, da mora <N ,H > vsebovati NH .
Kajti aksiom pravi za vsak par g,h € G, gohe G. Zato bo dovolj pokazati, da je NH
podgrupa G. Saj bo potem rezultat sledil po definiciji <N JH > Brez dvoma 1€ NH .
Predpostavimo, da n,n, € N in h,h, € H . Potem je

(nh)(n,h,) = n(hn,H "'h)h, = n(hn,h ™" )(hh,) .
Ker je N podgrupa edinka, je hnh~' element n, recimo iz N, in tako velja:

(nh)(n,h)) = (nn,)(hh)) € NH .

Prav tako je
(mh)' =h"'n"'=('n'hH)h™" e NH ,

kar pomeni, daje NH podgrupa. Dejstvo, daje HN = NH pa sledi iz trditve 4.27. [
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Podgrupe edinke so pomembne zaradi tega, ker lahko z levimi odseki grupe po
podgrupi edinki konstruiramo kvocientno grupo (to velja tudi za desne odseke, saj je

vsak levi odsek enak desnemu).

Trditev 5.11 Naj bo N podgrupa edinka grupe G. MnoZica vseh levih odsekov grupe G
po podgrupi N, ki jo oznacujemo z G/ N, je grupa za operacijo (xN )(yN ) = xyN.

Dokaz. Preverimo lahko, da mnozica levih odsekov zadoS¢a vsem S§tirim aksiomom
grupe za definirano operacijo, vendar pa to ni tezava pri naSem dokazu. Trditev, da je
G/ N grupa, ki vsebuje implicirano trditev, da je operacija dobro definirana v sledecem
smislu. Videti je, da je pravilo (xN )(yN ):xyN odvisno od izbire tipicnega odseka.
Odsek xN je enak uN kadar u'xe N, in yN=vN kadar v'ye N. Preveriti

moramo, da ¢e xN =uN in yN =vN , potem je odsek xyN enak odseku uvN . Da to

. . -1 . . . . v - e
izvedemo, moramo preveriti, da (uv)™ (xy)e N (ali z izrazi ekvivalenénih relacij, ¢e

XRu in yRv, potem xyRuv). To sledi iz sledecega racuna:

()" (y) = v"u"xy
=v'ny,kjern=u"'xe N
=vy(yny).
Ker je N podgrupa edinka, je y'ny v N, in v''y je element iz N, tako je (uv) (xy) tudi
v N. omeniti moramo, da ta argument uporablja dejstvo, da je N podgrupa edinka grupe
G. Za dokaz dobre definiranosti operacije, moramo preprosto preveriti aksiome grupe:

enota kvocientne grupe G/ N je odsek 1N = N ininverzod gN je g'N. 0

Primer 5.12 Uporabimo aditivno grupo celih §tevil Z. Z je Abelova grupa, zato je
vsaka podgrupa grupe Z podgrupa edinka. Preu¢imo podgrupo, vseh veckratnikov
poljubnega celega Stevila n, nZ. Nadalje definirajmo kvocientno grupo Z/nZ.

Elementi te grupe so odseki x+nZ. Cela Stevila v danem odseku x+nZ so elementi
kongruencnega razreda [x] = (mod n) Ker je Z grupa za operacijo seStevanja, je

operacija v kvocientni grupi prav tako seStevanje, podano s pravilom:

(x+nZ)+(y+nZ) = (x+y+nZ).
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Vprasanje dobre definiranosti lahko formuliramo takole: ¢e je u = x (mod n)in
V=y (rnod n), potemje x+y=u+v (mod n)
V grupi Z obstaja n razlicnih odsekov po podgrupi nZ:

0+nZ, 1+nZ, ..., (n-1)+nZ,
zato je kvocientna grupa Z/nZ Abelova grupa z n elementi. Ta grupa je cikli¢na in
generirana z 1+nZ.

Tako smo videli, da je kvocientna grupa Z/nZ. v resnici grupa Z,.

Primer 5.13 Naj bo G grupa simetrij kvadrata D(4):
G:<a,b:a4 =1=b%in ab:ba’l>.

Naj bo N podgrupa generirana z a”, tako da je N sestavljena iz dveh elementov 1 in a”.
Potem je N podgrupa edinka grupe G. To lahko vidimo na ve¢ nacinov, eden od teh je,
da nastejemo Stiri leve odseke grupe G po podgrupi N:
IN = {l,az}, bN = {b,baz}, aN = {a,a3} in baN = {ba,ba3}.
Ker ba® = a’b in ba’ = a’ba , je lahko videti, da je vsak od teh desni odsek.:
IN = N1, bN = Nb, aN = Na in baN = Nba .
Nadalje konstruiramo tabelo produktov za G/ N, da to lazje naredimo bomo odseke
preimenovali, recimo £ =N, A=aN, B=bN in C =abN .
Tabela izpolnimo z izracuni kot so
AB =(aN)(bN)=abN = C,
AC = (aN)abN)=a’bN =bN = B,

tako dobimo sledeco tabelo

O w » ™

O w » m| o™
w aQ m > >
> m O W ®
m > W Q| O

Daje G/N = C, xC, vidimo, ¢e dobljeno tabelo primerjamo s tabelo primera 1.9.
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Izrek 5.14 Naj bo N podgrupa edinka grupe G. Potem je vsaka podgrupa kvocientne
grupe G/ N oblike H/ N, za neko podgrupo H grupe G, kjer je N < H .

Obratno, ce je H podgrupa grupe G, ki vsebuje N, potem je H/ N podgrupa grupe
G/ N . Med mnozico podgrup grupe G/ N in mnozico podgrup grupe G, ki vsebujejo N
obstaja bijektivna preslikava. Ta bijektivna preslikava slika podgrupe edinke grupe
G/ N v podgrupe edinke grupe G, ki vsebujejo N.

Dokaz. Najbo H™ podgrupa grupe G/ N tako, da se ujema z neko mnozico {hN } levih
odsekov grupe N v G. Definirajmo podmnozico ﬂ(H *) mnozice G, da bo
{g eG:gN e H*}. Potem ﬂ(H*) vsebuje N in je podgrupa grupe G:
1e N, tako leﬂ(H*);

e x,ye ,B(H*), potem xN in yNeH", tako (xN)yN)=xyNe H", in tako

xyep (H " ); in

kerje (xN)"' =x7'N sledi,da x™' € ﬂ(H*).
Na ta nacin je ﬂ(H *) podgrupa grupe G, ki vsebuje N.
Nasprotno, ¢e je H poljubna podgrupa grupe G, ki vsebuje N, naj bo a(H ) podmnozica
{hn cheH } mnozice G/N . Preprost lahko preverimo, da je a(H ) podgrupa grupe
G/N.
Za zakljucek dokaza pokazemo, daje preslikava « , iz mnozice podgrup X grupe G, ki
vsebujejo N, v mnozico podgrup Y grupe G/ N, bijektivna. To bo konfano po
preveritvi, da je preslikava f:Y — X inverzna preslikava preslikave « . Da to storimo,
moramo pokazati, da sta kompozituma preslikav aof in Lfoa identicna.
Predpostavimo, da H <G in N < H , potem je

Boa(H)=p(H/N)={geG:gNeH/N}=H .
Nasprotno, nabo H~ podgrupa grupe G/ N ., potem je
aoplH )=allgeG:gNeH" |)={gNeH }=H".
Sedaj naj bo H podgrupa edinka grupe G, ki vsebuje N. Pokazati moramo, da je a(H )
podgrupa edinka grupe G/ N . To sledi, ker
(gN)hN)gN) "' =ghg'NeH/N .
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Obratno, ¢e je H podgrupa edinka grupeG/N, brez tezav preverimo, da je

,B(H*): {g €eG:gN e H*} podgrupa edinka grupe G. 0

Trditev 5.15 Naj bo N podgrupa edinka grupe G in naj bosta A, B taki podgrupi grupe

G, davelja N < A,B . Potem za bijektivno preslikavo o iz izreka 5.14 velja:
(i) a(ANB)=a(4)Na(B);
(i) a((4,B))=(a(4),a(B)).

Dokaz. (i) Imamo, da je
a(4A)NB(B)=1{gN:g€ ANB}=(4NB)/N =a(4NB).
(i1) Rezultat sledi, ker je

al(4,B)) = {WN:he(4,B)

= {INe(4/N,B/N)}

<a(A), a(B)> .
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6 Homomorfizmi

V tem poglavju bomo raziskali preslikave med grupami, ki ohranjajo grupno operacijo.
Povezava med to idejo in kvocientnimi grupami, ki smo jih spoznali v prejSnjem
poglavju, je predstavljena v izreku 6.14 znanem pod imenom »lzrek o

homomorfizmih«.

Definicija 6.1 Naj bosta G in H grupi. Homomorfizem iz G v H je taka preslikava
¢:G —> H,dazavsakx, yiz G velja, ¢(xy) = ¢(x)¢(y)

Primer 6.2 Naj bo G=GL(n, R) grupa vseh obrnljivih nxn matrik z realnimi ¢leni, kjer
za operacijo vzamemo obi¢ajno mnozenje matrik. Naj bo H multiplikativna grupa vseh
nenicelnih realnih Stevil. Za matriko X v G definiramo, da je ¢5(X ) determinanta

matrike X. Ker je X obrnljiva, je determinanta razlicna od ni¢. Splosna lastnost
determinant je, da je
det(XY) = det(X )det(Y).

Iz Cesar sledi, da je ¢ homomorfizem.

Trditev 6.3 Naj bosta G in H grupi in ¢ : G — H naj bo homomorfizem. Potem za vsak
xinyiz Gvelja:

Bl )= g(x)p() " in gy x)=#(y) " #(x).

Dokaz. Ker je ¢ homomorfizem velja
ooy W)=l )
= ¢lx).
Sedaj pomnoZimo obe strani te enakosti na desni z ¢(y)", da dobimo Zeleni rezultat.

Ker je ¢ homomorfizem velja

# Wy x)= 40y ')
= ().

Sedaj pomnozimo obe strani te enakosti na levi z ¢(y)_1, da dobimo Zeleni rezultat. [
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Posledica 6.4 Naj bosta G in H grupiin ¢ : G — H naj bo homomorfizem. Potem velja:
(D) $(15)=1,; in

(ii) za vsak g € G, ¢(g_1): ¢(g)_l.

Dokaz. (i) sledi iz trditve 6.3, ko vzamemo x =y .

(ii) sledi, ko vzamemo x =1, in y=g. 0

Za poljubno mnozico X, je identi¢na preslikava preslikava id, : X — X definirana s
predpisom idX(x):x za vsak x e X . Iz definicije je jasno, da ¢e je f:X o7V

poljubna preslikava, potem je foid, = f inid, o f=f.

Definicija 6.5 Za podano preslikavo [ : X — Y pravimo, da ima inverzno preslikavo,

ce obstaja taka preslikava g:Y — X, davelja go f =id, in fog=id,.

Trditev 6.6 Preslikava f : X — Y ima inverzno preslikavo natanko tedaj, ko je f

bijektivna.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je f bijektivna. Definirajmo preslikavo g:Y — X po
pravilu:

g(y) = x natanko tedaj, ko je f(x) =y.
Upostevajmo, da je g preslikava, ker obstaja vsaj en element iz X, ki je dolocen nekemu
v po g (ker je finjektivna), vendar vsak element iz Y je dolocen nekemu x iz X (ker je f

surjektivna). Zato direktno iz definicije sledi, da so kompozitumi preslikav go f in
f o g enakiidenti¢ni preslikavi.

Obratno predpostavimo, da ima f inverzno funkcijo f~'. Najprej pokazimo, da je f
injektivna. Predpostavimo, da je f (x1 ) =f (x2 ) Vpeljimo f~' na obe strani in dobimo

X :idx(xl):f_l(f(xl)):f_l(f(xz)):idx(xz):xza

tako da f'je injektivna. Za dokaz surjektivnosti f, vzemimo poljuben y iz Y. Potem je

y=id,(y)=fo ()= ()=1(x)
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kierje x=f7'(y). O

Posledica 6.7 Ce sta preslikavi f: X =Y in g:Y — Z bijektivni, potem je bijektivna
tudi preslikava go f .

Dokaz. Uporabimo trditev 6.7. fin g imata inverzni preslikavi f~' in g™'. Za dokaz je
dovolj opazovati, da

(g fNf"eog”)=id, in (fog Ngof)=id,,
tako da je inverz od go f enak f'og™'. Potem pa iz trditve 6.7 vidimo, da je go f

bijektivna. 0

Definicija 6.8 Bijektivni homomorfizem iz grupe G v grupo H se imenuje izomorfizem.

V tem primeru pravimo, da sta grupi G in H izomorfni in pisemo G = H .
Trditev 6.9 Izomorfizem je ekvivalencna relacija na mnozici grup.

Dokaz. Preslikava id, :G — G, definirana kot id(g)=g za vsak ge G, je brez
dvoma bijektivni homomorfizem, kar pomeni G = G. Ce je ¢ izomorfizem in G v H,
potem, ker je ¢ bijektivna, obstaja ¢~'. Da pa pokaZzemo, da je ¢~' izomorfizem iz H v
G, se spomnimo, da je ¢‘1(y):x kadarkoli je ¢(x):y. Na ta nacin, Ce je tudi
¢(xl): y, inje ¢(xx1): Yy, , Imamo

¢l ()= xx, =67 (),
kar nam pokaze, da je ¢~' homomorfizem. Konéno, ¢e sta ¢:G —> H in $: H > K

izomorfizma, lahko preprosto preverimo, da je $o¢ homomorfizem med G in K, ker
Gohlw) = Hg(x)
= Hg(x)g(y)), ker je ¢ homomorfizem
= 9(¢(x))8(¢(y)), ker je ¢ homomorfizem
= 9gxp(v)).
Dejstvo, da je Jo¢ bijektivna, lahko preprosto preverimo, vendar smo ga ze prej v

posledici 6.8 natan¢no dokazali. 0
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Definicija 6.10 Bijektivni homomorfizem ¢ grupe same vase imenujemo avtomorfizem.
Mnozico vseh avtomorfizmov grupe G oznacimo z Avt(G).
Trditev 6.11 MnoZica Avt(G) je skupaj z operacijo komponiranja (°) grupa.

Dokaz. Preverimo aksiome grupe. Ce 4, ¢ € Avt(G), smo videli Ze v dokazu trditve 6.9,
da je kompozitum 9o ¢ bijektivni homomorfizem, saj sta tudi ¢ in . Znano je, da je
kompozitum asociativna operacija. Identi¢na preslikava je bijektivna. Ce je ¢ v
Avt(G), potem ker je ¢ bijektivna, obstaja tudi ¢~' in je homomorfizem kot v dokazu

trditev 6.9. 0

Definicija 6.12 Naj bo ¢:G —> H homomorfizem grup. Jedro Ker¢ je mnoZica
elementov iz G, ki jih homomorfizem ¢ preslika v enoto grupe H:

ker ¢ = {g € G:¢(g):1H}
Slika im¢@ pa je mnozica elementov iz H, ki so slike elementov iz G:

im¢={heH:h=¢(g) za nekgeG}.

Izrek 6.13 (Izrek o homomorfizmih) Naj bo ¢ homomorfizem iz grupe G v grupo H.
Potem velja:

(1) ker ¢ je podgrupa edinka grupe G;

(2) im@ je podgrupa grupe H; in

(3) Glkerg =img.

Dokaz. (1) Najprej pokazemo, da je ker¢ podgrupa grupe G. Po posledici 6.4(1) je 1,
v kerg; Ce staxiny v kerg, potem je

#xy)= gl hp(v)=1,1, =1,
in xy ekerg;in ce je g v kerg, potem g~' € kerg po posledici 6.4(ii). Da pokaZzemo,

da je ker ¢ podgrupa edinka, najbo g € G in x € kerg, potem je
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#(g) " p(x)p(g) po trditvi 6.3

= #(g)'1,4(g), ker x ekery

#e'xg)

1,
tako je g 'xg iz ker¢; in ker¢ je podgrupa edinka grupe G.
(2) Posledica 6.4 nam pokaze, daje 1, v im¢.Cesta y = ¢(x) iny = ¢(x1) v im¢ za
poljubna x,x, € G, potem je
i =gx)plx,) = g,

v im¢ . Prav tako, Ce je y = ¢(x) v img , potem je po posledici 6.4(ii) y~' = ¢(x*1 )
Potemtakem je im¢ podgrupa grupe H.
(3) Zaradi lazjega zapisa namesto ker¢ pisSimo K. Definirajmo preslikavo
9:G/K — H po pravilu

S(gK) = ¢(g) zavsak geG.
Za dokaz, da je 9 izomorfizem moramo preveriti kar nekaj stvari: da je 9 dobro

definirana, da je ¥ homomorfizem in kon¢no, da je 9 bijektivna preslikava iz G/ K v

img . Definicija 9 ,e zdi odvisna od izbire reprezentativnega odseka, zato da je 9
dobro definirana predpostavimo, da je xK = yK, tako da je x=yk za nek ke K,
potem je
YK )= glx) = plack) = (v Jp(k) = §(¥ )1 = #l) = S(vK).
tako da je 9 dobro definirana. Nadalje za vsak x,y € G velja,
(K )I(K) = g(x)p() = xy) = (0K ),
da je 9 homomorfizem. Ker je vsak element iz im¢ oblike ¢(x)= 9(xK) zanek x € G
velja, da je 9 surjektivnaiz G/K v im¢ . Preostane nam Se dokaz, da je 4 injektivna:
ceje Q(xK) = 19(yK), sklepamo, da je ¢(x) = ¢(y) in tako je z uporabo trditve 6.3
1, = ()" dlx) = gy x).
Potemtakem y'x € K in tako je xK = yK . 0

Primer 6.14 Naj bo det : GL(n, R)—>R”™ homomorfizem, ki vsaki obrnljivi matriki
priredi njeno determinanto. Jedro te preslikave je mnozica SL(n, R) matrik z
determinanto 1. Preslikava je surjektivna, ker obstajajo obrnljive matrike z vsemi

moznimi nenicelnimi determinantami, tako nam izrek o homomorfizmu pokaze, da
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GL(n, R)/SL(n, R)=R"™.

Opomba 6.15 Izrek o homomorfizmih nam pove, da je jedro poljubnega
homomorfizma podgrupa edinka. Velja tudi obratno. Ce je N podgrupa edinka grupe G,
potem lahko vidimo, da je preslikava ¢:G —> G/N definirana s ¢(g) =gN

homomorfizem. Imenujemo ga naravni homomorfizem. Jedro te preslikave je podgrupa
edinka N. Zato obstaja povezava med mnozico podgrup edink grupe G in jedri

homomorfizmov na grupi G.

Izrek 6.16 (1. izrek o izomorfizmih) Naj bo H podgrupa grupe G in naj bo N podgrupa
edinka grupe G. Potem je N podgrupa edinka grupe <N ,H > =HN in N(\H je

podgrupa edinka grupe H. Nadalje velja

Dokaz. Dejstvo, da je <N ,H > = HN sledi iz trditve 5.8, in iz dejstva, da je N podgrupa
edinka od G sledi, da je N podgrupa edinka od HN. Sedaj definirajmo preslikavo
¢:H —> HN/N po pravilu ¢(h)=hN . (Opomba. H mora vsebovati N, tako da je
odsek AN prej element grupe HN /N kotpa H/N.) Potem je ¢ homomorfizem, ker je
)= xyN = (xNYyN) = §(x)p(v).

Jedro preslikave ¢ je podano e enacbo

kerg = {heH:p(h)=1,,,}

= {heH:hN =N}
= {heH:h=N}
= HNON.

@ je surjektivna, ker je element AnN = hN iz HN/ N enak ¢(h). Rezultat sedaj sledi

po izreku o homomorfizmih. 0

Izrek 6.17 (2. izrek o izomorfizmih) Naj bosta H in N podgrupi edinki grupe G in N
naj bo vsebovana v H. Potem je H/ N podgrupa edinka grupe G/ N in

(G/IN)/(H/N)=G/H .
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Dokaz. Definirajmo preslikavo ¢:G/N — G/ H po pravilu ¢(gN )= gH . Ker je ¢
definirana na odsekih, bomo preverili, ali je dobro definirana. Predpostavimo, da je
xN = yN, tako da y'x e N. Potem ker je N < H vidimo, da y"'xe H in tako je
xH = yH , tako da je ¢(xN ): ¢(yN ) Naprej, ¢ je homomorfizem, ker je
#(xN)=p(yN) = (xH \yH) = xyH = §(xyN).
¢ je jasno tudi surjektivna in
kerg = {gNeG/N:¢(gN)=lG/N}

= {gNeG/N:gH=H}

= {gNeG/N:geH}

= H/N.

Rezultat sedaj sledi po izreku 6.13. 0

Naj bo x poljubni element grupe G. Definirajmo preslikavo ¢ : G — G s predpisom
P (g) = xgx ' zavsak g € G.Mnozico vseh takih preslikav oznag¢imo z Inn(G).

Definirajmo $¢ mnozico Z(G) = {x |x € G}.

Trditev 6.18 Naj bo x element grupe G. Potem velja, da je ¢_ avtomorfizem grupe G .

Mnozica Inn(g) je podgrupa grupe Avt(G), Z (G) Jje podgrupa edinka grupe G, in
G/ Z(G)=Inn(G).

Dokaz. Za dokaz, da je ¢_avtomorfizem potrebujemo tri korake:
(a) ¢, je homomorfizem: za vsak g,h e G
8. ()8, ()= (xgx™ Nohx ™) = x(gh ™" = ¢, (gh);
(b) ¢, je injektivna:
teje ¢.(g)=¢.(h), potem je xgx™' = xhx™" intakoje g =h;
(c) @, je surjektivna:
za poljuben h iz G velja, ¢, (x "hx)=x{x 'hx) " = h.
Sedaj definirajmo preslikavo $:G — Aut(G) s predpisom S(x) =¢_. UposStevajmo, da
za vsak g iz G velja,
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(20, X2)=0.16, ()= 0. 027 )= vy =4, (2).
tako je ¢, o, = ¢, . Ker je 9 homomorfizem, potem sledi
x)9(y)=9, ¢, =9, = 9w).
Jasno je, da je slika funkcije 9 enaka Inn(G) in
kerd = {xeG:¢, =id,}

{x €G:¢.(g)=id,(g) za vsak g e G}

= {xeG:xgx’1 =g za vsak geG}

= {xeG:xgzgx za vsak geG}

= 7(G).
Izrek o homomorfizmu nam pove, da je Z (G) podgrupa edinka grupe G, da je Inn(G)
podgrupa od Avt(G), in prav tako da je kvocientna grupa G/ Z (G) izomorfna z Inn(G).

U

Opomba 6.19 Avtomorfizem ¢_ imenujemo motranji avtomorfizem. Z(G) imenujemo

center grupe G.
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7 Permutacije

Definicija 7.1 Bijekcijo n iz mnozice X na mnoZico X imenujemo permutacija mnozice

X

Z §(X) bomo oznacevali mnozico vseh permutacij f: X —> X .

Trditev 7.2 Naj bo X poljubna mnozZica. Potem je mnoZica S (X ) skupaj z operacijo

komponiranja, grupa.

Dokaz. Preveriti moramo aksiome grupe za S(X ), ¢e zelimo pokazati, da je grupa. (G1)
sledi iz posledice 6.7. (G2) sledi iz asociativnosti kompozituma. (G3) sledi, ¢e za enoto

vzamemo preslikavo id , . Kon¢no, definicija inverzne funkcije nam pokaze, da ce je

finverzod f,potemje f inverzod f',intakoje f ' bijektivna. 0

Nas bodo zanimali samo primeri v katerih je X kon¢na mnozica z n elementi. Zato bomo
v tem primeru X, ki predstavlja mnozico {1, 2, .., n}, Vv zapisu S(X ) zamenjali z S(n)
Zaradi boljse preglednosti bijektivno funkcijo 7: X — X zapiSemo v dvovrsticnem
zapisu, v katerem zgornja vrstica matrike 2xn vsebuje naravna Stevila 1, 2, ..., n. V
drugi vrstici pod posameznim naravnim S$tevilom i€ {1, 2, .., n} zapiSemo njegovo

funkcijsko vrednost 7(i):

2() 7(2) zG3) ... z(n))

Ker druga vrstica vsebuje vsak element mnozice X natanko enkrat, obstaja n moznosti
za vpis pod 1, kar pomeni n —1 moznosti za vpis pod 2 itn.. Vse skupaj nam da n!

bijekcij. Potemtakem, ko je n =3, obstaja 6 permutacij:

123 123 123 123 123 123
123) 7 \231) 7 (312)  (132)7\321) (213)
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Za elemente mnozice S (n) se pogosto uporablja kompaktnejsi zapis, imenovan cikli¢ni

zapis, ki se izogiba ponavljanju prve vrstice v vsaki permutaciji. Teoreti¢na osnova za ta

zapis je predstavljena v nadaljevanju.

Trditev 7.3 Naj bo n element mnoZice S(n) in naj bo i poljubno Stevilo iz mnozice

{1,...,11}. Naj bo k najmanjse naravno Stevilo, za katero je ﬂ'k(i) element mnozZice

{z’, ﬁ(i),..., 7t (z)} Potem je r* (z) =1i.

Dokaz. Predpostavimo, da je 7*(i)=7"(i) za nek r>0. Potem, ker ima 7 inverz, je

P (i ) =i. To je v nasprotju definicijo Stevila &, zato je r =0. 0

Definicija 7.4 Permutacija p je k-cikel, ¢e obstajata taki naravni Stevili k in i, da velja
(1) k je tako najmanjse naravno stevilo, da je p* (l) =i,in
) p(j)=j zavsakj, ki niv {i, pi).... p* ()}

k-cikel p ponavadi oznacujemo (i p(i) o ptt (1))

Primer 7.5 Vseh pet elementov grupe S (3), ki so razli¢ni od identitete so cikli, in jih

lahko zapiSemo kot

(123) (132) (23) (13)in (1 2).

Identi¢na permutacija, ki fiksira vsakega od elementov 1, 2 in 3, je ponavadi oznacena z

1234
2143

1. Permutacija

v S(4) ni cikel.

Definicija 7.6 Permutaciji p, o sta disjunktni, ¢e za vsak i € {1, ves n} velja
pli)=iin oli)=i
ali obratno

pli)=iin oi)=1i.
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Trditev 7.7 Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt disjunktnih ciklov.

Dokaz. Za zapis danega elementa 7 iz S(n), kot produkt disjunktnih ciklov, zaénimo s
pridobivanjem dela mnozice X ={1,2,...,n}. Najprej naj bo podmnozica mnozice X
dolo¢ena s 7 oznagena s Fix(r), in oblikujmo cikle dolzine 1, kjer vsak i e Fix(r).
Nadalje izberimo najmanjsSe pozitivno celo Stevilo 7, recimo tak, da ni iz Fix (7[) Naj bo
r tako najmanjse pozitivno celo tevilo in » > 1, da je 7" (i) mnoZica {i, (i) z™ (z)}
Potemtakem je, po trditvi 7.3, 7" (i) =, tako oblikujemo cikel
[ 7G) .. ().

Ce obstaja kaksno celo $tevilo j, recimo, nedolo¢eno s 7, ki prav tako ni v mnoZici
{i,ﬂ(i),...,ﬂ’"l (i)}, in naj bo s tako najmanjse pozitivno celo Stevilo, da 7Z'S( j) pripada
mnozici {j,ﬂ( j),...,irs_l ( ])} Nadaljujmo v tej smeri in izdelajmo del mnozice {1,...,11} \4
razélenjene mnozice. Ce nadaljujemo v tej smeri za mnozice v delih, lahko pisemo 7

ko produkt njegovih raz¢lenjenih ciklov. 0

Primer 7.8 Permutacijo
123456789

:L4628975J
lahko zapiSemo kot produkt naslednjih ciklov 7 = (1)(2 4X3 6 9X5 8). Ponavadi cikle
dolzine 1 izpu$€amo, saj so ta Stevila fiksirana s 7, tako 7 skrajSano zapiSemo
(2 4)3 6 9)5 8).
Po dogovoru se najmanjse Stevilo v vsakem ciklu piSe na prvem mestu. Tako so cikli
(3 6 9), (6 9 3) in (9 3 6) enaki, saj vsak cikel 3 priredi 6, 6 priredi 9 in 9 priredi 3. Pa
vendar so razli¢ni od cikla (3 9 6) .
Ce imamo podan produkt dveh disjunktnih ciklov, ni popolnoma jasno kateri simetri¢ni
grupi pripadata permutaciji. Na primer ne vemo, kateri S(n) pripada 2-cikel (1 )

Disjunktne cikle lahko mnozimo, ne da bi navedli, kateri simetri¢ni grupi pripadajo.

Primer 7.9 Poglejmo produkt
7=0124)3579139)2345638).
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Najprej poglejmo vrednost 72'(1) Vrednost dobimo, ¢e zatnemo na desni strani zapisa in

se 'premikamo’ proti levi, s seboj pa 'nesemo' 1, kot aktivni simbol in i§¢emo prvo 1-ko.
Ko jo najdemo, naravno Stevilo desno od 1 (v naSem primeru 3), postane aktivni simbol.
Nadalje se 'premikamo' proti levi in iS§¢emo prvi pojav 3 in v tem primeru postane 5
aktivni simbol. Ker pa se 5 ve¢ ne pojavi, levo od te tocke, produkt 1 spremeni v 5, tako

da je 7(1)=5. Sedaj ra¢unamo vrednost 7(5), zaénemo na desni s 5 kot aktivnim

simbolom, tako dobimo spremembo 5 — 6. Spet ponovimo in dobimo 6 > 8. V
nadaljevanju postopek ponovimo z 8 kot aktivnim simbolom. 8 se ponovno spet pojavi
na desni strani cikla, tako se pri konstruiranju cikla 8 preslika v 2 oz. v naravno $tevilo
na levem koncu njegovega cikla, zato vzamemo 2 kot aktivni simbol in nadaljujemo

levo od levega konca prvega cikla in dobimo 8 — 2 — 4. Ko nadaljujemo na tak nacin,
vidimo, da je podana permutacija 9-cikel (1 5684792 3).

Kot posledica tega pravila sledi naslednja trditev.

Trditev 7.10 Naj bosta o in p disjunktni permutaciji. Potem je op = po in za vsako
naravno Stevilo k velja, da je (O'p)k =c"p"*. Naj bo r produkt disjunktnih ciklov dolZin
k., k,, ..., k., potem je red permutacije & najmanjsi skupni veckratnik naravnih stevil

k) kyy o k.

r

Dokaz. Najprej pokazemo, da disjunktne permutacije komutirajo. Ce p dolo¢a i potem
je op(i)=o(i), medtem ko je po(i)= p(c(i)). Ker sta p in o razélenjeni, mora p
dolocati &(i) in tako je op(i)= pol(i). Po drugi strani pa, ¢e p ne doloda i, potem
dejstvo, da sta p in o raz€lenjeni pomeni, da mora o dolocati i in od tod znova sledi,
da je opli)= poli).

Ker o in p komutirata, nam indukcijski dokaz pokaze, da za vsako pozitivno Stevilo &
velja (Gp)k = o p*. To naredimo v dveh korakih. Najprej pokazemo z indukcijo po £,
da ¢ je op=po potem je op' =p‘oc: ko je k=1 sledi iz hipoteze; &e
predpostavimo, da je op* = p*o, potem

k+1

op op*p=prop

pkpCf:pkHO'
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Potem sledi, prav tako z indukcijo po &, da je (Gp)k =o' p":tojejasno, koje k=1; e
je (O'p)k =o' p*, potem je
(op)" = (op)op=0c'piop
_ Gko_pkngkﬂpkﬂ.
Upostevamo, da je red k-cikla gotovo k. Sedaj predpostavimo, da je 7z produkt

raz¢lenjenih ciklov

Pis Pas -5 P,
dolzin k,, k,, ..., k.. Naj bo ¢ najmanjsi skupni veckratnik &k, k,, ..., k.. Potem iz
tega zgoraj sledi, da je

T = pipsPrs

in tako je z' =1. Zaradi tega red 7 deliz. Ce je 7* =1 potem, ker so cikli raz&lenjeni,

je vsak p’ =1 in tako je s deljiv z vsakim k, iz Cesar sledi, da je s deljiv s ¢

Potemtakem je red 7 enak ¢. 0
Definicija 7.11 Vsak 2-cikel imenujemo transpozicija.

Trditev 7.12 Vsak k-cikel v S (n) lahko zapisemo kot produkt (k - 1) transpozicij.

Dokaz. Cikel 7 = (l 2 ... k) ima faktorizacijo

=1 k). (13)12)

Tako vidimo, da lahko splo$ni k-cikel zapiSemo kot,

(i1 ik) (i1 i3Xil iz). 0

Posledica 7.13 Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt transpozicij.

Faktorizacija cikla na transpozicije ni enoli¢no doloc¢ena. Niti ni res, da je Stevilo
transpozicij v  poljubni faktorizaciji podanega cikla vedno enako, npr.
(1 3)= (2 3)(1 2)(2 3). Zato je na$ naslednji cilj pokazati, da je Stevilo transpozicij v

poljubnih dveh faktorizacijah podane permutacije v obeh primerih sodo ali v obeh liho.
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Definicija 7.14 Naj bo n poljubno naravno stevilo in naj bo f(xl , X, ,...,xn) polinom z n
spremenljivkami x,,x,,...,x,. Za podan element 7 iz S(n) definirajmo x- f, kot
polinom dobljen z delovanjem permutacije n na indeksih spremenljivk:

f(x”(l), x”(z), ceny xﬂ(n)).

Primer 7.15 Ce je 7 = (1 2 3) iz S(3) in
f(x19x2 > X3 ) =X+ 22,0, — 40,7,
potem je

2 3
e f =X, +2x,x; —4x,X,X; .

Trditev 7.16 Naj bosta n in p elementa S(n) in naj bo f poljuben polinom s
spremenljivkami x,, x,, ..., x,.Potem je

@id-f=f,

0) mp-f=7(p-f).

Dokaz. (a) Ce je f poljuben polinom s spremenljivkami x,, x,, ..., x, oblike
e, %0 o x,)
potem je
id- f(x, %y o %)= Sl X0 o x,)-
(b) Naj bosta z, p e S(n) infje poljuben polinom, potem je
ﬁp-f(xl, ...,xn)
= St =Xt

Torej p- f =7+ (p- f).

Definicija 7.17 Za poljubno naravno stevilo n, naj bo A, polinom z n spremenljivkami
X,sX,,..., X, , definiran s predpisom
A, (x1 3 Xy ey X, )

= (xl X )(xl BRE )“'(xl X, )(xz X )'--(xz X )“'(xn—l _xn)
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- H(xi —xj).

1<i<j<n

Za poljubno permutacijo 7 iz S(n), je m-A, polinom

(xﬂ(l) ~Xz(2) Xxﬂ(l) ~X3) )--(xﬂ(l) = Xz(n) )(xﬂ(z) ~X4(3) )--(xﬂ(z) = Xa(n) )--(xﬂ(nf]) - xﬂ(n))
= H(xzm B xnm)-

1<i<j<n
Torej A, =7A, ali A, =—zA,. Namreg, ¢e je 7(i)< z(j) potem imamo v A, faktor

(x,,(,.) —x,,(j)). Ceje 7(j)< z(i), paimamov A, faktor — (x”(l.) - x”(j)).

Definicija 7.18 Ce je A, =x-A,, je permutacija rn soda. Ce pa je A, =-r-A,,
recemo, da je permutacija n liha. Ce je m soda permutacija pisemo sgn(ﬁ):l, Ce pa
je m liha pa pisemo sgn(ﬂ'): —1. Torej je m-A, = sgn(ﬂ)-An. Stevilu sgn(iz) pravimo

predznak permutacije .

Trditev 7.19 Preslikava sgn : S(n) — C, je homomorfizem.

Dokaz. Pokazati moramo, da je sgn(zp) = sgn(r)sgn(p). Dokaz tega je slede¢:
sen(zp)A, = mp-(A,)

= 7:(p-4,)

= 7-(sen(p)A,

A

sgn(p)z-A,

)
)

sgn(p)sgn(7)A,.

Zato je sgn(zp)=sgn(p)sgn(7) = sgn(rz)sgn(p). O

Posledica 7.20 Za poljuben element r iz S(n) velja, da je sgn(ﬂ‘l):sgn(ﬂ). Za
poljubna elementa 7, p iz S (n) pa velja,

sgn(ﬁpﬂ*1)= sgn(p).

Dokaz. Le-to takoj sledi iz definicije, saj je sgn(z’d ) =1.Kerje id = zz”" in trditev nam

pokaze, da je sgn(ﬂ)sgn(ﬂ‘l): 1 iz Cesar pa sledi, da je sgn(ﬂ‘l): sgn(ﬂ). Ker je

56



sgn(p)sgn(7) = sgn(7)sgn(p)
sledi, da je

sgn(ﬁ,o;f1 ): sgn(ﬁ)sgn(p)sgn(ﬁ) = sgn(p). 0

Posledica 7.21 Vsaka transpozicija je liha permutacija. k-cikel je soda permutacija

natanko tedaj, ko je k liho naravno Sstevilo.

Dokaz. Da je transpozicija liha pokazemo v nekaj korakih. Najprej uporabimo dejstvo,

da je transpozicija (1 2) liha, kar sledi iz definicije sgn z uporabo A . Ce zamenjamo 1
in 2, nam to prinese le spremembo enega znaka v (l 2)-An, ki se pojavi v faktorju
()cl - X, ) Naslednjo transpozicijo oblike (1 k) lahko zapisSemo kot

(1 k)= &)1 2)2 )",

ki je tako, po posledici 7.20, liha. Kon¢no nam,

(k)= N1 &) 2)",
druga uporaba posledice 7.20 pokaze, da je poljubna transpozicija liha. Po trditvi 7.12 je

k-cikel, produkt £ —1 lihih permutacij, sod natanko tedaj, ko je & liho celo Stevilo. 0
Definicija 7.22 Jedro preslikave sgn : S (n) — C, imenujemo alternirajoca grupa A(n)

Opomba 7.23 Po izreku o homomorfizmih in dejstvu, da je preslikava sgn : S (n) - C,
surjektivna sledi, da je alternirajoca grupa A(n) mnozica sodih permutacij v S(n)
Prav tako sledi, da je A(n) podgrupa edinka indeksa 2, ko je n>2. Grupa A(3) sestoji
iz treh permutacij {id,(l 2 3), (l 3 2)}

Trditev 7.24 Naj bosta n in p permutaciji v S (n) Faktorizacijo permutacije mpr™
na cikle dobimo iz ciklicne faktorizacije permutacije p tako, da v tej faktorizaciji vsako

Stevilo i zamenjamo s 7r(i).

Dokaz. Poglejmo kako permutacija 7oz~ deluje na $tevilo 7Z'(i)1

zpr (7 (i) = (p(0)).
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Drugade povedano, zpz ' preslika 72'(1) \% ﬂ(p(i)). Zato je v faktorizaciji permutacije
mpr" nacikle, $tevilo (i) levo od 7(p(i)), medtem ko je v fakrorizaciji permutacije

p na cikle, §tevilo i levo od p(i). O

Trditev 7.25 Naj bo n naravno Stevilo in a, = (k k +1) za vsak (1<k <n-1). Potem

velja <a1, ...,an_l> = S(n)

a; = 1,
(akak+l )3 = 1,
(aiaj )2 = 1,

zavse i, j, ke {1, 2, ..., n—l}, kjer je |i—j| >1.

Dokaz. Najprej pokazemo, da je vsaka transpozicija (i j) (i< j) podgrupa

i+l°

<al,a2,...,an_1 > Sedaj uporabimo trditev 7.24, da vidimo rezultat konjugiranja a, z a

ki nam da (i i +2) ter, da nam konjugiranje a, s produktom a, ,a, ,..a,,, da (i j). Ker
je vsak cikel produkt transpozicij (po trditvi 7.12) in ker je vsaka permutacija produkt
ciklov (po trditvi 7.7) vidimo, da je

<a1,a2,...,an_l> = S(n)

Podane relacije za a,, a,, ..., a,, so zlahka preverljive, ker sta a, in a; raz€lenjena,
ceje |i—j|>1inéeje a,a,, 3-cikel (ii+11+2). O

i+l

Trditev 7.26 Naj bo G grupa in H naj bo podgrupa grupe G. Naj bo X mnozica
razlicnih levih odsekov grupe G po podgrupi H. Za vsak g v G je preslikava
8,: X > X, definirana s predpisom Bg(xH):ng , permutacija mnozice X.

Preslikava 9, definirana s predpisom 3(g)= 8,, je homomorfizem iz G v simetricno

grupo na S (X ) in jedro te preslikave je podgrupa

ﬂxHx‘l .

xeG
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Dokaz. Najprej moramo dokazati, da je 9, dobro definirana: ¢e je xH = yH , tako da je
y™'x v H, potem je (gv)" gr=y 'x€ H, in tako je 9,(yvH)=9,(xH). Ce pogledamo
korake tega argumenta v nasprotnem vrstnem redu vidimo, da je 4, injektivna.
Konéno, 9, je surjektivna za poljuben levi odsek xH , je 9, (g"le ): xH .

Za dokaz, da je ¥ homomorfizem, uporabimo
4, (xH ) =uwH =39, (va ) =3, (19v (xH ))
To nam pokaze, da je 9, = 9,9, , tako velja kot je zahtevano, da je S(uv)= H(u)I(v).

u-v?o

Zadnji korak v dokazu pa je izraCun jedra preslikave 9.
ker(9) = {geG:&lg =id}
= {geG:Sg(xH)sz za vsak xeG}
= {geG:ng=tzavsakxeG}
= {geG:x’lng:H za vsak xeG}

= {geG:x"lger za vsak xeG}
= {geG:gexHx’1 za vsak xeG}

= ﬂ xHx™" .

xeG

Posledica 7.27 Naj bo H podgrupa grupe G s koncnim indeksom n. Potem obstaja taka
podgrupa edinka N grupe G, da velja N c H, nHG : N| in |G : N||n!.

Dokaz. Uporabimo trditev 7.26 na podgrupi H in naj bo N jedro preslikave ¢ . Potem je
N podgrupa edinka grupe G in H vsebuje N, tako da je H/ N podgrupa grupe G/ N z

indeksom 7 (po izreku 5.14). Nadalje sledi, da » deli |G N | . Prav tako, po trditvi 7.26,
je G/ N izomorfna podgrupi simetri¢ne grupe S(n) in tako kot je zahtevano |G : N|

deli n!. 0

Posledica 7.28 (Cayley-ev izrek) Vsaka grupa je izomorfna podgrupi simetricne grupe.
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Dokaz. Uporabimo trditev v primeru, ko je H podgrupa {1} Potem je mnozica X kar
grupa G in jedro preslikave 9 je {1} Rezultat potem sledi iz izreka 0 homomorfizmih

(6.13). 0

Nas zadnji rezultat bomo dokazali z uporabo trditve 7.24 in tako posplosili dejstvo, ki

smo ga obravnavali v primeru 5.7.

Posledica 7.29 Naj bo G grupa in predpostavimo, da je p najmanjse prastevilo, ki deli
|G|. Ce ima grupa G podgrupo H z indeksom p, potem je H podgrupa edinka grupe G.

Dokaz. Po posledici 7.28 za podgrupo H, obstaja taka podgrupa edinka N, da |G N |

deli p!. Ker |G:N| deli |G

, deli tudi najvecji skupni delitelj od p! in |G| Ker je p

najmanjsSe prastevilo, ki deli |G , je najvecji skupni delitelj od p! in |G| tudi p. Tako je

|G : N| =p= |G : H|. Ker je N vsebovana v H sledi, da je N enaka H. 0
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